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Funkcje

Funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej, wªasno±ci funk-

cji, funkcja zªo»ona i odwrotna

De�nicja 1 Funkcj¡ nazywamy jednoznaczne przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi pewnego
zbioru X = D(f), zwanego dziedzin¡, dokªadnie jednego elementu pewnego zbioru Y ,
zwanego przeciwdziedzin¡. Oznaczamy to

f : X → Y,

gdzie f jest nazw¡ funkcji. Je±li X, Y ⊆ R , mówimy o funkcji rzeczywistej zmiennej
rzeczywistej. x ∈ X nazywamy zmienn¡ niezale»n¡, a y ∈ Y � zmienn¡ zale»n¡. Zbiór ta-
kich elementów przeciwdziedziny, które s¡ przyporz¡dkowane pewnym elementom dziedziny,
nazywamy obrazem (zbiorem warto±ci) funkcji i oznaczamy ima f ,

ima f = {y ∈ Y | f(x) = y dla pewnego x ∈ X}.

Uwaga 2 Funkcja jest �maszyn¡�, która z elementów swojej dziedziny �produkuje� elementy
przeciwdziedziny. Aby podkre±li¢ ten dynamizm, funkcj¦ zapisuje sie z u»yciem strzaªek:

f : X → Y,

x 7→ f(x).

Mo»na równie» mówi¢ o funkcji f , pami¦taja¡c, »e chodzi o pewien przepis na przeksztaªce-
nie liczb. Zapis wzoru funkcji, np. f : x 7→ x2 skraca si¦ czasem do f(x) = x2, natomiast
samo f(x) nie jest funkcj¡, tylko warto±ci¡ funkcji dla zmiennej o warto±ci x.

Przykªad 3 Funkcja mo»e by¢ zadana na ró»ne sposoby, np.

1. za pomoc¡ wzoru, y(x) = x3 − x2 + log x,

2. za pomoc¡ tablicy, np. temperatura gazu w zale»no±ci od ci±nienia dla kilku pomiarów,

3. za pomoc¡ opisu, np. funkcja przyporz¡dkowuje liczbom wymiernym 1, a niewymiernym 0.

Uwaga 4 Cz¦sto nie podaje si¦ dziedziny ani przeciwdziedziny funkcji. Wówczas jako dziedz-
in¦ bierze si¦ najwi¦kszy zbiór, dla którego funkcja jest zde�niowana (chyba »e z kontekstu
wynika inaczej), a jako przeciwdziedzin¦ � obraz funkcji lub jaki± zbiór go zawieraj¡cy,
w zale»no±ci od kontekstu.
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4 FUNKCJE

De�nicja 5 1. Funkcj¦ nazywamy iniekcj¡ b¡d¹ funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡, je±li (ka»dym)
dwóm ró»nym elementom dziedziny przyporz¡dkowane s¡ dwa ró»ne elementy przeciw-
dziedziny:

x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

lub równowa»nie:
f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

2. Funkcj¦ nazywamy suriekcj¡ lub funkcj¡ na, je±li ka»dy element przeciwdziedziny jest
obrazem pewnego elementu dziedziny, tzn. przeciwdziedzina jest obrazem funkcji:

Y = ima f.

3. Funkcj¦ nazywamy bijekcj¡ albo funkcj¡ wzajemnie jednoznaczn¡, je±li jest jednocze±nie
iniekcj¡ i suriekcj¡.

Przykªad 6 1. Funkcja

f : R → R
x 7→ x2

nie jest ani iniekcj¡, ani suriekcj¡.

2. Funkcja

f : R → [0,∞)

x 7→ x2

nie jest iniekcj¡, ale jest suriekcj¡.

3. Funkcja

f : [0,∞)→ R
x 7→ x2

jest iniekscj¡, ale nie jest suriekcj¡.

4. Funkcja

f : [0,∞)→ [0,∞)

x 7→ x2

jest bijekcj¡.

De�nicja 7 1. Funkcj¦ f nazywamy monotonicznie rosn¡c¡, je±li

x2 > x1 =⇒ f(x2) > f(x1).

2. Funkcj¦ f nazywamy monotonicznie niemalej¡c¡, je±li

x2 > x1 =⇒ f(x2) ≥ f(x1).
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3. Funkcj¦ f nazywamy monotonicznie malej¡c¡, je±li

x2 > x1 =⇒ f(x2) < f(x1).

4. Funkcj¦ f nazywamy monotonicznie nierosn¡c¡, je±li

x2 > x1 =⇒ f(x2) ≤ f(x1).

Przykªad 8 Funkcja f(x) = x3 jest monotonicznie rosn¡ca, funkcja f(x) = x2 jest
monotonicznie malej¡ca w przedziale (−∞, 0] i monotonicznie rosn¡ca w przedziale [0,∞).
Funkcja f(x) = [x] (entier, przyporz¡dkowuj¡ca ka»dej liczbie rzeczywistej x najwi¦ksz¡
liczb¦ caªkowit¡ mniejsz¡ lub równ¡ x) jest niemalej¡ca.

De�nicja 9 1. Funkcj¦ f nazywamy wypukª¡ w dóª (wypukª¡) w przedziale I, je±li dla
dowolnych x1, x2 ∈ I zachodzi

f

(
x1 + x2

2

)
≤ f(x1) + f(x2)

2
.

2. Funkcj¦ f nazywamy wypukª¡ w gór¦ (wkl¦sª¡) w przedziale I, je±li dla dowolnych
x1, x2 ∈ I zachodzi

f

(
x1 + x2

2

)
≥ f(x1) + f(x2)

2
.

Uwaga 10 Wypukªo±¢ w dóª mo»na równie» scharakteryzowa¢ nast¦puj¡co:

∀α ∈ (0, 1) : f (α · x1 + (1− α) · x2) ≤ α · f(x1) + (1− α) · f(x2).

Podobnie dla wypukªo±ci w gór¦. Wykres funkcji f wypukªej w dóª w przedziale [a, b] le»y
caªkowicie poni»ej lub na siecznej, ª¡cz¡cej punkty (a, f(a)) oraz (b, f(b)), natmiast wykres
funkcji wypukªej w gór¦ le»y caªkowicie powy»ej lub na siecznej.

Przykªad 11 1. Funkcja liniowa jest wypukªa zarówno w dóª, jak i w gór¦ w caªej swej
dziedzinie.

2. Funkcja kwadratowa o wspóªczynniku kierunkowym dodatnim jest wypukªa w dóª
w caªej dziedzinie, a funkcja kwadratowa o wspóªczynniku kierunkowym ujemnym jest
wypukªa w gór¦ w caªej dziedzinie.

3. Funkcja x 7→ x3 jest wypukªa w gór¦ w przedziale (−∞, 0], a wypukªa w dóª w przedziale
[0,∞).

De�nicja 12 Funkcj¦ nazywamy ograniczon¡, je»eli istnieje takie M ∈ R +, »e ima f ∈
[−M,M ].

Przykªad 13 1. Funkcja liniowa o wspóªczynniku kierunkowym ró»nym od zera jest
nieograniczona.

2. Wielomiany s¡ nieograniczone.

3. Sinus jest ograniczony.
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4. x 7→ x− [x] jest ograniczony.

De�nicja 14 1. Funkcj¦ f nazywamy parzyst¡, je»eli dla ka»dego x z jej dziedziny za-
chodzi

f(x) = f(−x).

2. Funkcj¦ f nazywamy nieparzyst¡, je»eli dla ka»dego x z jej dziedziny zachodzi

f(x) = −f(−x).

3. Funkcj¦ f nazywamy okresow¡ o okresie T , je»eli dla ka»dego x mamy

f(x) = f(x+ T ). (1)

Najmniejsz¡ liczb¦ T , dla której warunek (1) jest speªniony, nazywamy okresem pod-
stawowym.

Uwaga 15 Dziedzina funkcji parzystej b¡d¹ nieparzystej musi by¢ �symetryczna� wzgl¦dem
zera. Dziedzina funkcji okresowej jest �okresowa� oraz nieograniczona.

Przykªad 16 Sinus jest funkcj¡ nieparzyst¡, cosinus parzyst¡, obie s¡ okresowe o okre-
sie 2π, tangens i cotangens s¡ okresowe o okresie π. Funkcja x 7→ x2 jest parzysta, a funkcja
x 7→ x3 jest nieparzysta.

Uwaga 17 Aby sprawdzi¢, »e funkcja f nie jest parzysta (lub nieparzysta), wystarczy
wykaza¢ f(a) 6= f(−a) (lub f(a) 6= −f(−a)) dla jednej warto±ci argumentu a.

De�nicja 18 Niech dane b¦d¡ funkcje f : D(f)→ Y (f) oraz g : D(g)→ Y (g). Wówczas

1. suma f + g, ró»nica f − g i iloczyn f · g funkcji f i g s¡ zde�niowane na zbiorze
D(f) ∩D(g) jako

(f ± g)(x) = f(x)± g(x),

(f · g)(x) = f(x) · g(x).

2. Iloraz funkcji f/g jest zde�niowany na zbiorze D(f) ∩D(g) \ {x ∈ D(g) : g(x) = 0}
jako

f/g(x) =
f(x)

g(x)
.

3. Je»eli Y (f) ⊆ D(g), funkcj¦

g ◦ f(x) = g(f(x))

nazywamy zªo»eniem (superpozycj¡) funkcji f i g b¡d¹ funkcj¡ zªo»on¡ (superponowan¡).
Funkcj¦ g nazywa si¦ funkcj¡ zewn¦trzn¡, a funkcj¦ f funkcj¡ wewn¦trzn¡ funkcji
zªo»onej.

Przykªad 19 Ró»nica funkcji f(x) = 1
x
i g(x) = 1

x
jest zde�niowana na zbiorze R \ {0}

i równa 0.
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Przykªad 20 Niech dane b¦d¡ funkcje

f : R \ {0} → R +

x 7→ 1

x2

i

g : R \ {1} → R \ {1}

x 7→ x− 2

x− 1
.

Suma, ró»nica i iloczyn zde�niowane s¡ na zbiorze (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞) jako

(f + g)(x) =
1

x2
+
x− 2

x− 1
,

(f − g)(x) =
1

x2
− x− 2

x− 1
,

(fg)(x) =
x− 2

x2(x− 1)
,

natomiast iloraz zde�niowany jest na zbiorze (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2,∞) (poniewa»
g(2) = 0) jako

(f/g)(x) =
x− 1

x2(x− 2)
.

Funkcji tych nie mo»emy superponowa¢, poniewa» Y (f) * D(g). Innymi sªowy, w zbiorze
warto±ci funkcji f jest liczba 1, która nie nale»y do dziedziny funkcji g. Podobnie nie istnieje
zªo»enie f ◦ g.

Przykªad 21 Niech dane b¦d¡ funkcje

f : R → [−1, 1], x 7→ sin(x),

g : (0,∞)→ R , x 7→ log(x),

oraz h : R → [0,∞), x 7→ x2.

Wówczas

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(log x) = sin(log x) lub

f ◦ g(x) = f(g(x)) = sin(g(x)) = sin(log x),

g ◦ f nie istnieje, poniewa» argumentem logarytmu mo»e by¢ tylko liczba dodatnia,

a warto±ci sinusa s¡ równie» ujemne,

f ◦ h(x) = f(h(x)) = f(x2) = sin(x2) lub

f ◦ h(x) = f(h(x)) = sin(h(x)) = sin(x2),

h ◦ f(x) = h(f(x)) = h(sinx) = (sin x)2 lub

h ◦ f(x) = h(f(x)) = (f(x))2 = (sinx)2,

g ◦ h nie istnieje, poniewa» argumentem logarytmu mo»e by¢ tylko liczba dodatnia,

a warto±ci¡ kwadratu jest równie» zero,

h ◦ g(x) = h(g(x)) = h(log x) = (log x)2 lub

h ◦ g(x) = h(g(x)) = (g(x))2 = (log x)2.
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Przykªad 22 Iloczyn funkcji f : x 7→ x oraz g : x 7→ 1
x
dany jest wzorem

f · g : x 7→ 1,

ale zde�niowany �tylko� na zbiorze R \ {0} (poniewa» na tym zbiorze zde�niowana jest
funkcja g).

De�nicja 23 Niech dana b¦dzie funkcja f : X → Y oraz zbiory A ⊆ X i B ⊆ Y .

1. Obrazem zbioru A nazywamy zbiór warto±ci funkcji dla argumentów ze zbioru A:

f(A) = {f(x) : x ∈ A}.

2. Przeciwobrazem zbioru B jest zbiór tych wszystkich argumentów, dla których warto±ci
funkcji nale»¡ do zbioru B:

f−1(B) = {x : f(x) ∈ B}.

Je±li zbiór jest jednoelementowy, mo»emy pisa¢ f−1(b) zamiast f−1({b}).

Przykªad 24 Niech

f : {−2,−1, 0, 1, 3} → {0, 1, 4, 5, 9},
x 7→ x2.

Wówczas

f({−1, 1}) = f({1}) = {1},
f({−2, 3}) = {4, 9},
f−1({0, 1}) = {−1, 0, 1},
f−1({1}) = {−1, 1},
f−1({5}) = ∅,
f−1({4}) = {−2},
f−1({0}) = {0}.

De�nicja 25 Niech A i B b¦d¡ podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych. Funkcja f : A→ B
jest odwracalna, je±li istnieje funkcja f−1 : B → A (zwana funkcj¡ odwrotn¡ do f), taka
»e f ◦ f−1 = IdB oraz f−1 ◦ f = IdA. Symbol IdS oznacza funkcj¦ identyczno±ciow¡ na
zbiorze S: IdS(x) = x.

Twierdzenie 26 Niech A i B b¦d¡ podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych. Funkcja f :
A→ B jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcj¡.

To znaczy f−1 jest funkcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy f jest wzajemnie jednoznaczna.

Przykªad 27 1. Funkcj¡ odwrotn¡ do

f : R → R
x 7→ x

jest f , poniewa» f(D(f)) = Y (f) oraz f(f(x)) = f(x) = x.
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2. Funkcja

f : R + → R
x 7→ x

nie jest odwracalna, bo nie jest suriekcj¡.

3. Funkcj¡ odwrotn¡ do

f : R + → R +

x 7→ x2

jest

f−1 : R + → R +

x 7→
√
x.

Zachodzi Y (f) = X(f−1), Y (f−1) = D(f) oraz

f ◦ f−1(x) = f(f−1(x)) = f(
√
x) = (

√
x)2 = x,

f−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = f−1(x2) =
√
x2 = |x| = x (dla x ∈ R +).

4. Funkcj¡ odwrotn¡ do

f : R − → R +

x 7→ x2

jest

f−1 : R + → R −
x 7→ −

√
x.

Zachodzi Y (f) = R + = X(f−1), Y (f−1) = R − = D(f) oraz

f ◦ f−1(x) = f(f−1(x)) = f(−
√
x) = (−

√
x)2 = x,

f−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = f−1(x2) = −
√
x2 = −|x| = x (dla x ∈ R −).

De�nicja 28 Miejscem zerowym funkcji nazywamy argument, dla którego funkcja przyj-
muje warto±¢ 0.

Uwaga 29 Miejsce zerowe jest liczb¡, a nie par¡ liczb.

Przykªad 30 Znajd¹ miejsce zerowe funkcji f(x) = 2x+ 3.

Rozwi¡zanie Nale»y rozwi¡za¢ równanie f(x) = 0:

2x+ 3 = 0 ⇐⇒ 2x = −3 ⇐⇒ x = −3

2
.

Miejscem zerowym tej funkcji jest −3
2
.
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Przegl¡d niektórych funkcji elementarnych

Funkcja pot¦gowa

De�nicja 31 Niech a b¦dzie dowoln¡ staª¡. Funkcj¦

x 7→ xa,

nazywamy funkcj¡ pot¦gow¡. Dziedzin¡ funkcji pot¦gowej f(x) = xa jest

� R, je»eli a ∈ N0,

� R \ {0}, je»eli a ∈ Z \ N0,

� R, je»eli a jest liczb¡ wymiern¡ postaci m
n
, m,n ∈ N wzgl¦dnie pierwsze, n nieparzyste,

� [0,∞), je»eli a jest liczb¡ wymiern¡ postaci m
n
, m,n ∈ N wzgl¦dnie pierwsze, n

parzyste,

� R \ {0}, je»eli a jest liczb¡ wymiern¡ postaci −m
n
, m,n ∈ N wzgl¦dnie pierwsze, n

nieparzyste,

� R+ w pozostaªych przypadkach.

Przykªad 32

x 7→ x−
2
3 =

1
3
√
x2
, x 7→ x

√
2 = e

√
2 lnx

Funkcja pot¦gowa jest na R+ monotonicznie rosn¡ca dla a > 0, staªa dla a = 0 i
monotonicznie malej¡ca dla a < 0. Jest wypukªa dla a ≤ 0 oraz dla a ≥ 1, wkl¦sªa dla
a ∈ [0, 1]. W ka»dym z tych wypadków warto±¢ funkcji w jedynce wynosi jeden (1a = 1).
Dla wykªadnikó caªkowitych parzystych jest parzysta, a dla nieparzystych i uªamkowych �
nieparzysta.

Uwaga 33 Zachodz¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

(a · b)x = ax · bx,(a
b

)x
=
ax

bx
,

ax+y = ax · ay,

ax−y =
ax

ay
,

ax·y = (ax)y.

Po podstawieniu x = 0 do czwartego wzoru wynika st¡d:

a−y =
1

ay
.

Przykªad 34

[(a1/2 + b1/2) · (a1/2 + 5b1/2)− (a1/2 + 2b1/2) · (a1/2 − 2b1/2)] :
(

2a+ 3
√
ab
)

= [a+ 6a1/2b1/2 + 5b− (a− 4b)] :
(

2a+ 3
√
ab
)

=
6
√
ab+ 9b

2a+ 3
√
ab

=
3
√
b (2
√
a+ 3

√
b)

√
a (2
√
a+ 3

√
b)

= 3

√
b

a
(a > 0, b > 0)
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Funkcja wykªadnicza

De�nicja 35 Niech a b¦dzie staª¡ wi¦ksz¡ od 0 i ró»n¡ od 1. Funkcj¦

f :R→ R+,

x 7→ ax,

nazywamy funkcj¡ wykªadnicz¡.

Je±li a > 1, funkcja jest monotonicznie rosn¡ca, jes¨i a < 1, to jest ona monotonicznie
malej¡ca. W obu przypadkach zachodzi f(0) = 1. Wykresy funkcji f(x) = ax i g(x) =

(
1
a

)x
s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem osi Y. Wykres funkcji wykªadniczej jest wypukªy w dóª.

Uwaga 36 Szczególnym przypadkiem funkcji wykªadniczej jest funkcja x 7→ ex, gdzie e ≈
2,7182818 jest podstaw¡ logarytmu naturalnego. Funkcj¦ t¦ oznaczamy równie» jako x 7→
exp(x).

De�nicja 37 Liczba e jest granic¡ ci¡gu(
1 +

1

n

)n
przy n→∞ i wynosi okoªo 2,7182818. Stanowi ona podstaw¦ logartymu naturalnego.

0.0.1 Funkcja logarytmiczna

De�nicja 38 Logarytm o podstawie a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) to funkcja ze zbioru R+ na R,
która ka»dej liczbie x przyporz¡dkowuje y takie, »e

ay = x.

Zapisujemy to jako
y = loga x.

Przykªad 39

log3 27 = 3 poniewa» 33 = 27,

log2 1 = 0 poniewa» 20 = 1,

log4

1

4
= −1 poniewa» 4−1 =

1

4
,

log49 7 =
1

2
poniewa» 49

1
2 = 7.

Logarytm jest funkcj¡ monotonicznie rosn¡c¡ i ma wkl¦sªy wykres, je±li a > 1, natomi-
ast w przypadku, gdy a < 1, jest monotonicznie malej¡cy o wypukªym wykresie. W obu
przypadkach (zauwa», »e a 6= 1 z de�nicji) mamy log 1 = 0. Bezpo±rednio z de�nicji wynika

aloga x = x.

Twierdzenie 40 Zachodz¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci (przy zaªo»eniu, »e te wyra»enia maj¡
sens):
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1. loga(x · y) = loga x+ loga y,

2. loga(x/y) = loga x− loga y,

3. loga(1/y) = − loga y,

4. loga(x
b) = b loga x,

5. loga b = 1
logb a

je±li b 6= 1,

6. loga b · logb c = loga c.

Przykªad 41 Dowód wzoru loga(x ·y) = loga x+loga y: Oznaczmy loga x przez X, a loga y
przez Y , wówczas:

aloga x+loga y = aX+Y = aX · aY = aloga x · aloga y = x · y,

a zatem
loga x+ loga y = loga(x · y).

Przykªad 42

log2 12 = log2(22 · 3) = log2 22 + log2 3 = 2 + log2 3,

log7
√

7 7 =
1

log7 7
√

7
=

1

log7(7 · 71/2)
=

1

log7(71+1/2)
=

1

log7 73/2
=

1

3/2
=

2

3
.

De�nicja 43 Logarytm naturalny to logarytm o podstawie e, oznaczany symbolem ln. Log-
arytm dziesi¦tny to logarytm o podstawie 10, oznaczany symbolem lg.

Przykªad 44

lnx = ln 10 · lg x ≈ 2,302585093 · lg x
lg x = lg e · lnx ≈ 0,434294482 · lnx

0.0.2 Funkcje trygonometryczne

De�nicja 45 Je»eli pªaski k¡t skierowany α ustawi si¦ tak, »e jego wierzchoªek znajduje
si¦ w pocz¡tku prostok¡tnego ukªadu wspóªrz¦dnych O, pierwsze rami¦ k¡ta pokrywa si¦
z pierwsz¡ dodatni¡ póªosi¡ ukªadu, a jego drugie rami¦ jest dowoln¡ póªprost¡ le»¡c¡ w
pªaszczy¹nie ukªadu, wychodz¡c¡ z punktu O oraz zawieraj¡c¡ pewien punkt M = (x, y),
którego odlegªo±¢ od O wynosi 1, to funkcje trygonometryczne k¡ta skierowanego α b¦d¡
okre±lone wzorami:

sinα = y (sinuns),

cosα = x (cosinuns),

tgα =
y

x
dla α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z (tangens),

ctgα =
x

y
dla α 6= kπ, k ∈ Z (cotangens),
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Sinus jest funkcj¡ nieparzyst¡, ograniczon¡, o zakresie warto±ci [−1, 1], okresow¡ o okre-
sie 2π, rosn¡c¡ w przedziaªach

[
−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ

]
, malej¡c¡ w przedziaªach

[
π
2

+ 2kπ, 3π
2

+ 2kπ
]
,

wkl¦sª¡ w przedziaªach [2kπ, π+ 2kπ], wypukª¡ w przedziaªach [π+ 2kπ, 2π+ 2kπ], k ∈ Z.

Cosinus jest funkcj¡ parzyst¡, ograniczon¡, o zakresie warto±ci [−1, 1], okresow¡ o okre-
sie 2π, rosn¡c¡ w przedziaªach [π+ 2kπ, 2π+ 2kπ], malej¡c¡ w przedziaªach [2kπ, π+ 2kπ],
wkl¦sª¡ w przedziaªach

[
−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ

]
, wypukª¡ w przedziaªach

[
π
2

+ 2kπ, 3π
2

+ 2kπ
]
,

k ∈ Z.

Tangens jest funkcj¡ nieparzyst¡, nieograniczon¡, okresow¡ o okresie π, rosn¡c¡ w przedzia-
ªach

(
−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ

)
, wkl¦sª¡ w przedziaªach

(
−π

2
+ kπ, kπ

]
, wypukª¡ w przedziaªach[

kπ, π
2

+ kπ
)
, k ∈ Z.

Cotangens jest funkcj¡ nieparzyst¡, nieograniczon¡, okresow¡ o okresie π, malej¡c¡
w przedziaªach (kπ, π+kπ), wkl¦sª¡ w przedziaªach

[
π
2

+ kπ, π + kπ
)
, wypukª¡ w przedzia-

ªach
(
kπ, π

2
+ kπ

]
, k ∈ Z.

Warto±ci funkcji trygonometrycznych dla niektórych k¡tów pierwszej ¢wiartki:

α 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sinα
√

0
2

= 0
√

1
2

= 1
2

√
2

2

√
3

2

√
4

2
= 1

cosα 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0

tgα 0
1

= 0 1/2√
3/2

=
√

3
3

√
2/2√
2/2

= 1
√

3/2
1/2

=
√

3 �

ctgα �
√

3 1
√

3
3

0
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Pomi¦dzy funkcjami trygonometrycznymi zachodz¡ m.in. nast¦puj¡ce zale»no±ci:

tgα =
sinα

cosα
,

ctgα =
cosα

sinα
,

sin2 α + cos2 α = 1,

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β,

cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β,

tg (α± β) =
tgα± tg β

1∓ tgα tg β
,

sin
α

2
= ±

√
1− cosα

2
,

cos
α

2
= ±

√
1 + cosα

2
,

tg
α

2
= ±

√
1− cosα

1 + cosα
=
−1±

√
1 + tg 2α

tgα
,

sinα± sin β = 2 sin
α± β

2
cos

α∓ β
2

,

cosα + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α− β
2

,

cosα− cos β = −2 sin
α + β

2
sin

α− β
2

,

tgα + tg β =
sin(α + β)

cosα cos β
.

Korzystaj¡c z nich, mo»na wyprowadzi¢ zale»no±ci mi¦dzy funkcjami trygonometrycznymi
niektórych k¡tów:

φ π
2
− α π

2
+ α π − α π + α 3π

2
− α 3π

2
+ α 2π − α

sinφ cosα cosα sinα − sinα − cosα − cosα − sinα

cosφ sinα − sinα − cosα − cosα − sinα sinα cosα

tg φ ctgα − ctgα − tgα tgα ctgα − ctgα − tgα

ctg φ tgα − tgα − ctgα ctgα tgα − tgα − ctgα

Przykªad 46 Wyprowad¹ wzór na cosinus poªowy k¡ta.

Rozwi¡zanie.

cosα = cos
(α

2
+
α

2

)
= cos

α

2
· cos

α

2
− sin

α

2
· sin α

2

= cos2 α

2
− sin2 α

2
= cos2 α

2
−
(

1− cos2 α

2

)
= 2 cos2 α

2
− 1

=⇒ cos2 α

2
=

cosα + 1

2
=⇒ cos

α

2
= ±

√
cosα + 1

2
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Przykªad 47 Rozwi¡» równania:

1. sin 2x = 1,

2. cosx
1+ tg x

= 0,

3. tg x
tg x+ ctg x

= 0,

4. 5 tg
(

1
4
x− π

5

)
= −5,

5. sinx+ cosx = 1,

6. 2 cos2 x− sin 2x = 0.

0.0.3 Funkcje cyklometryczne

De�nicja 48 Funkcje cyklometryczne (koªowe) to funkcje odwrotne do funkcji trygonome-
trycznych ograniczonych do pewnych przedziaªów. Funkcje trygonometryczne rozpatrywane
w tych przedziaªach s¡ ró»nowarto±ciowe i maj¡ funkcje odwrotne.

1. arcus sinus arcsin jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji sinus rozpatrywanej na przedziale
[−π/2, π/2]. W przedziale tym sinus jest funkcj¡ rosn¡c¡ (zatem ró»nowarto±ciow¡)
� wobec czego ma funkcj¦ odwrotn¡, która jest okre±lona na przedziale [−1, 1] (czyli
obrazie przedziaªu [−π

2
, π

2
] wzgl¦dem funkcji sin).

2. arcus cosinus arccos jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji cosinus rozpatrywanej na przedziale
[0, π]. W przedziale tym cosinus jest funkcj¡ malej¡c¡ (zatem ró»nowarto±ciow¡) �
wobec czego ma funkcj¦ odwrotn¡, która jest okre±lona na przedziale [−1, 1] (czyli
obrazie przedziaªu [0, π] wzgl¦dem funkcji cos).

3. arcus tangens arctg jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji tangens rozpatrywanej na przedziale
(−π/2, π/2). W przedziale tym tangens jest funkcj¡ rosn¡c¡ (zatem ró»nowarto±-
ciow¡) � wobec czego ma funkcj¦ odwrotn¡, która jest okre±lona na przedziale (−∞,+∞)
(czyli obrazie przedziaªu (−π/2, π/2) wzgl¦dem funkcji tg ).

4. arcus cotangens arcctg jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji cotangens rozpatrywanej na
przedziale (0, π). W przedziale tym cotangens jest funkcj¡ malej¡c¡ (zatem ró»nowarto±-
ciow¡), wobec czego ma funkcj¦ odwrotn¡, która jest okre±lona na przedziale (−∞,+∞)
(czyli obrazie przedziaªu (0, π) wzgl¦dem funkcji ctg ).
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Ci¡gi i ich granice

De�nicja 49 Funkcj¦
a : N → A,

gdzie A jest zbiorem liczbowym (np. R lub Z ) nazywamy niesko«czonym ci¡giem liczbowym.
Zamiast a(n) piszemy an i nazywamy te liczby elementami (wyrazami) ci¡gu (an)n∈N .

Przykªad 50 1. Liczby naturalne ustawione w kolejno±ci stanowi¡ ci¡g.

2. Ci¡giem s¡ liczby parzyste ustawione w kolejno±ci:

2, 4, 6, 8, . . . , 2n, . . . .

3. Ci¡g mo»e by¢ dany wzorem, np. an = 2n2 + 3n− 1.

4. Elementy ci¡gu mog¡ by¢ sobie równe:

1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . . ,

[
n+ 1

2

]
, . . . .

De�nicja 51 1. Ci¡g jest malej¡cy, je±li an+1 < an dla ka»dego n ∈ N .

2. Ci¡g jest nierosn¡cy, je±li an+1 ≤ an dla ka»dego n ∈ N .

3. Ci¡g jest rosn¡cy, je±li an+1 > an dla ka»dego n ∈ N .

4. Ci¡g jest niemalej¡cy, je±li an+1 ≥ an dla ka»dego n ∈ N .

5. Ci¡g jest staªy, je±li an = c dla ka»dego n ∈ N .

6. Ci¡g jest ograniczny z góry, je±li istnieje M ∈ R takie, »e an < M dla ka»dego n ∈
N .

7. Ci¡g jest ograniczny z doªu, je±li istnieje M ∈ R takie, »e an > M dla ka»dego n ∈
N .

8. Ci¡g jest ograniczny, je±li jest ograniczony z góry i z doªu.

Uwaga 52 Ci¡g jest ograniczny je±li istniejeM > 0 takie, »e |an| < M dla ka»dego n ∈ N .

Przykªad 53 1. Ci¡g

−2,−3,−6,−7,−10,−11,−14,−15, . . . ,−2n+ (n+ 1)mod 2, . . .

jest malej¡cy.

17
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2. Ci¡g

3, 3, 2, 2, 1, 1, 0, 0,−1,−1, . . . , 4−
[
n+ 1

2

]
, . . .

jest nierosn¡cy.

3. Ci¡g
−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . , n− 4, . . .

jest rosn¡cy.

4. Ci¡g
1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 6, . . . , n− 6, . . .

jest niemalej¡cy.

5. Ci¡g
−3,−3,−3,−3,−3,−3, . . . ,−3, . . .

jest staªy.

6. Ka»dy ci¡g staªy jest ograniczony.

De�nicja 54 Podci¡g jest to ci¡g powstaªy poprzez wybranie pewnej liczby wyrazów ci¡gu
wyj±ciowego.

De�nicja 55 1. Niesko«czony ci¡g (an)n∈N ma granic¦ a je±li dla ka»dego (dowolnie
maªego) ε > 0 istnieje indeks n0 taki, »e dla ka»dego elementu ci¡gu an o indeksie n
wi¦kszym ni» n0 zachodzi nierówno±¢

|an − a| < ε (lub a− ε < an < a+ ε).

Mówimy równie»: ci¡g (an) d¡»y do (jest zbie»ny do) granicy a i zapisujemy

an → a dla n→∞, an −→
n→∞

a lub lim
n→∞

an = a.

2. Niesko«czony ci¡g (an)n∈N ma granic¦ ∞ je±li dla ka»dego (dowolnie du»ego) M > 0
istnieje indeks n0 taki, »e dla ka»dego elementu ci¡gu an o indeksie n wi¦kszym ni» n0

zachodzi nierówno±¢
an > M.

Mówimy równie»: ci¡g (an) d¡»y do (jest rozbie»ny do) plus niesko«czono±ci i za-
pisujemy

an → +∞ dla n→∞, an −→
n→∞

+∞ lub lim
n→∞

an = +∞.

3. Niesko«czony ci¡g (an)n∈N ma granic¦ −∞ je±li dla ka»dego (dowolnie du»ego) M >
0 istnieje indeks n0 taki, »e dla ka»dego elementu ci¡gu an o indeksie n wi¦kszym
ni» n0 zachodzi nierówno±¢

an < −M
Mówimy równie»: ci¡g (an) d¡»y do (jest rozbie»ny do) minus niesko«czono±ci i
zapisujemy

an → −∞ dla n→∞, an −→
n→∞

−∞ lub lim
n→∞

an = −∞.
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4. Ci¡gi o granicy sko«czonej nazywamy zbie»nymi. Wszystkie pozostaªe ci¡gi nazywamy
rozbie»nymi. Spo±ród ci¡gów rozbie»nych wyró»niamy ci¡gi rozbie»ne do plus niesko«-
czono±ci i do minus niesko«czono±ci.

Przykªad 56 1. Ci¡g 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, . . . , (n)mod 3, . . . nie ma granicy.

2. Ci¡g
(

1
n

)
jest zbie»ny do 0, poniewa» dla ka»dego ε > 0 mo»na wyznaczy¢ indeks

n0 =
[

1
ε

]
, taki »e dla ka»dego n > n0 zachodzi n >

[
1
ε

]
, a zatem n > 1

ε
. St¡d wynika,

»e dla tych indeksów n mamy ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ =
1

n
<

1

1/ε
= ε.

3. Ci¡g dany wzorem an = n2 − n+ 1 jest rozbie»ny do niesko«czono±ci. Mamy:

an − n = n2 − n+ 1− n = n2 − 2n+ 1 = (n− 1)2 ≥ 0,

i st¡d an ≥ n, a zatem dla ka»dego n > M mamy an > M .

4. e = limn→∞
(
1 + 1

n

)n
Twierdzenie 57 Je»eli limn→∞ an = a oraz limn→∞ bn = b, to

1. limn→∞(an ± bn) = a± b,

2. limn→∞(an · bn) = a · b,

3. limn→∞
an
bn

= a
b
, je±li bn 6= 0 dla n ∈ N oraz b 6= 0.

Uwaga 58 Warunkiem zachodzenia powy»szych równo±ci jest istnienie sko«czonych granic
ci¡gów.

Przykªad 59 1. Dla ci¡gów an = n oraz bn = −n mamy limn→∞(an + bn) = 0, cho¢
granice tych ci¡gów nie istniej¡.

2. limn→∞
1
n2 = limn→∞

(
1
n
· 1
n

)
= limn→∞

1
n
· limn→∞

1
n

= 0 · 0 = 0

3. limn→∞
2n+3
n

= limn→∞
(
2 + 3

n

)
= 2 + limn→∞ 3 · limn→∞

1
n

= 2 + 3 · 0 = 2

4. limn→∞
n2+5n+1
n2−n+1

= limn→∞
1+ 5

n
+ 1
n2

1− 1
n

+ 1
n2

=
limn→∞(1+ 5

n
+ 1
n2

)
limn→∞(1− 1

n
+ 1
n2

)
= 1+0+0

1−0+0
= 1

Twierdzenie 60 1. Je»eli ci¡g jest zbie»ny, to ma dokªadnie jedn¡ granic¦.

2. Je»eli ci¡g jest zbie»ny, to jest ograniczony.

3. limn→∞ an = 0 ⇐⇒ limn→∞ |an| = 0.

4. limn→∞ an = a =⇒ limn→∞ |an| = |a|.

5. Je»eli limn→∞ an = 0 oraz ci¡g (bn) jest ograniczony, to limn→∞(an · bn) = 0.

6. Je»eli ci¡g jest monotoniczny i ograniczony, to jest zbie»ny.
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7. limn→∞ can = c limn→∞ an,

8. limn→∞ a
c
n = (limn→∞ an)c, je±li an > 0 dla ka»dego n i limn→∞ an > 0.

Przykªad 61 1. an = (−1)n

n
, czyli (an) =

(
−1, 1

2
,−1

3
, 1

4
,−1

5
, . . .

)
. Wówczas

lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

1

n
= 0

2. an = −2 + (−1)n

n
, czyli (an) =

(
−3,−11

2
,−21

3
,−13

4
,−21

5
, . . .

)
. Wówczas

lim
n→∞

an = −2, lim
n→∞

|an| = 2

(3an) =

(
−9,−4

1

2
,−7,−5

1

4
,−6

3

5
,−5

1

2
,−6

3

7
,−5

5

8
,−6

1

3
, . . .

)
,

lim
n→∞

(3an) = −6 = 3 · (−2) = 3 lim
n→∞

an

3. an = 1
n
, (bn) = (1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, . . . )

|an · bn| ≤
3

n
=⇒ lim

n→∞
an · bn = 0

Twierdzenie 62 (Twierdzenie o trzech ci¡gach) Je»eli ci¡gi (an), (bn) oraz (cn) speª-
niaj¡ warunki

1. ∃no∀n ≥ n0 : an ≤ bn ≤ cn,

2. limn→∞ an = c = limn→∞ cn,

to limn→∞ bn = c.

Przykªad 63 Udowodnij, »e limn→∞
n
√
c = 1 dla c > 0.

Rozwi¡zanie.

1. Dla c ≥ 1 mamy cα ≥ 1 dla α > 0. Zatem

0 ≤ n
√
c− 1 =

( n
√
c− 1) · (( n

√
c)n−1 + ( n

√
c)n−2 + · · ·+ n

√
c+ 1)

( n
√
c)n−1 + ( n

√
c)n−2 + · · ·+ n

√
c+ 1

=
c− 1

( n
√
c)n−1 + ( n

√
c)n−2 + · · ·+ n

√
c+ 1

≤ c− 1

1 + 1 + · · ·+ 1 + 1︸ ︷︷ ︸
n×

=
c− 1

n
−→
n→∞

0.

St¡d limn→∞( n
√
c− 1) = 0, czyli limn→∞

n
√
c = 1.

2. Dla c < 1 mamy 1
c
> 1, st¡d

lim
n→∞

n
√
c = lim

n→∞
n

√
1

1/c
= lim

n→∞

1
n
√

1/c
=

1

1
= 1.
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Przykªad 64 Oblicz limn→∞
n
√

2n + 3n + 4n.

Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e
n
√

4n ≤ n
√

2n + 3n + 4n ≤ n
√

4n + 4n + 4n =
n
√

3 · n
√

4n.

Poniewa» limn→∞
n
√
c = 1 dla dowolnego c > 0 oraz n

√
4n = 4, mamy

4 ≤ lim
n→∞

n
√

2n + 3n + 4n ≤ 1 · 4,

a zatem limn→∞
n
√

2n + 3n + 4n = 4.

Twierdzenie 65 Je»eli ci¡gi (an) oraz (bn) speªniaj¡ warunki

1. ∃n0∀n ≥ n0 : an ≤ bn,

2. limn→∞ an =∞ (lub limn→∞ bn = −∞),

wówczas limn→∞ bn =∞ (odpowiednio limn→∞ an = −∞).

Przykªad 66

n2 − 2n− 1 = (n− 1)2 − 2 ≥ n− 1− 2 = n− 3 −→
n→∞

∞

De�nicja 67 Wyra»enia

[∞−∞], [0 · ∞],
[∞
∞

]
,

[
0

0

]
, [1∞], [00], [∞0]

nazywamy wyra»eniami nieoznaczonymi. Ich warto±ci zale»¡ od postaci tworz¡cych je ci¡gów.

Przykªad 68 1. limn→∞
n2−3n−1
n+1

=
[∞
∞

]
= limn→∞

n−3− 1
n

1+ 1
n

=∞,

2. limn→∞
n2−3n−1
n2+1

=
[∞
∞

]
= limn→∞

1− 3
n
− 1
n2

1+ 1
n2

= 1−0−0
1+0

= 1,

3. limn→∞
3n−1
n2+1

=
[∞
∞

]
= limn→∞

3− 1
n

n+ 1
n

= 0,

4. limn→∞
(
1 + 2

n

)n
=
[
limn→∞

(
1 + 2

n

)n
2

]2

= e2,

5. limn→∞
(
1− 1

n

)n
= limn→∞

(
n−1
n−1+1

)n
= limn→∞

1

(1+ 1
n−1)

n−1
(1+ 1

n−1)
= 1

e
· 1 = 1

e
,

6. limn→∞
(
1− 1

n2

)n
= limn→∞

(
1 + 1

n

)n · limn→∞
(
1− 1

n

)n
= e · 1

e
= 1.

Twierdzenie 69 1. Je»eli licznik i mianownik uªamka s¡ wielomianami tego samego
stopnia wzgl¦dem zmiennej naturalnej n, to granica uªamka przy n → ∞ równa si¦
stosunkowi wspóªczynników przy najwy»szych pot¦gach n.

2. Je»eli mianownik uªamka jest wielomianem wzgl¦dem zmiennej naturalnej n stopnia
wy»szego ni» licznik, to granica takiego uªamnka przy n→∞ równa si¦ zeru.

3. Je»eli mianownik uªamka jest wielomianem wzgl¦dem zmiennej naturalnej n stopnia
ni»szego ni» licznik, to granica takiego uªamnka przy n → ∞ równa si¦ plus lub mi-
nus niesko«czono±ci w zale»no±ci od znaku ilorazu wspóªczynników przy najwy»szych
pot¦gach n.
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Szeregi

De�nicja 70 Niech (an) b¦dzie ci¡giem. Wówczas liczb¦

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an

nazywamy jego n-t¡ sum¡ cz¡stkow¡, a ci¡g sum cz¡stkowych nazywamy szeregiem i oz-
naczamy przez

∑∞
n=1 an. Element an nazywamy wyrazem ogólnym szeregu. Je±li limn→∞ Sn

istnieje, mówimy, »e
∑∞

n=1 an jest szeregiem zbie»nym i oznaczamy limn→∞ Sn =
∑∞

n=1 an
(suma szeregu); zbie»no±¢ szeregu oznaczamy symbolem |

∑∞
n=1 an| < ∞ (mo»na opu±-

ci¢ warto±¢ bezwzgl¦dn¡, je±li jest to szereg o wyrazach dodatnich). Szereg, który nie jest
zbie»ny, nazywamy rozbie»nym. Szereg

∑∞
n=1 an, dla którego zachodzi

∑∞
n=1 |an| <∞, nazy-

wamy zbie»nym bezwzgl¦dnie, natomiast taki, dla którego |
∑∞

n=1 an| <∞, ale
∑∞

n=1 |an| =
∞, zbie»nym warunkowo.

Przykªad 71 1. Szereg
∞∑
n=1

n = 1 + 2 + · · ·+ n+ . . .

jest rozbie»ny do niesko«czono±ci.

2. Szereg
∞∑
n=1

−n2 = −1− 4− 9− 16− · · · − n2 − . . .

jest rozbie»ny do minus niesko«czono±ci.

3. Szereg
∞∑
n=1

(−1)n · n = −1 + 2− 3 + 4− 5 + · · ·+ (−1)n · n+ . . .

jest rozbie»ny.

4. Szereg
∞∑
n=1

1

2n
=

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
+ . . .

(szereg geometryczny) jest zbie»ny do 1.

Twierdzenie 72 Warunkiem koniecznym zbie»no±ci szeregu
∑∞

n=1 an jest to, aby jego wyraz
ogólny an d¡»yª do zera:

lim
n→∞

an = 0.
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Przykªad 73 W trzech pierwszych punktach poprzedniego przykªadu wyraz ogólny ci¡gu
miaª granic¦ niewªa±ciw¡ lub nie miaª granicy.

Uwaga 74 Sam fakt, »e wyraz ogólny szeregu d¡»y do zera, nie wystarcza, aby szereg byª
zbie»ny.

Przykªad 75 Szereg
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

nazywamy szeregiem harmonicznym. Jego wyraz ogólny d¡»y do zera, natomiast sam szereg
jest rozbie»ny:

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4︸ ︷︷ ︸
≥2· 1

4
= 1

2

+
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8︸ ︷︷ ︸
≥4· 1

8
= 1

2

+
1

9
+

1

10
+

1

11
+

1

12
+

1

13
+

1

14
+

1

15
+

1

16︸ ︷︷ ︸
≥8· 1

16
= 1

2

+ . . .

≥ 1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ · · · =∞

Twierdzenie 76 Je»eli szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny i jego suma równa si¦ s, a c jest staª¡,
to szereg

∑∞
n=1 can jest zbie»ny, a jego suma równa si¦ cs. Je»eli szereg

∑∞
n=1 an jest roz-

bie»ny, to przy c 6= 0 szereg
∑∞

n=1 can jest równie» rozbie»ny.

Przykªad 77 1. Szereg geometryczny
∑∞

n=0 aq
n jest zbie»ny do a

1−q , je±li −1 < q < 1.

2. Je»eli wyraz ogólny szeregu (jakiegokolwiek) jest zbie»ny do staªej a, to szereg jest
rozbie»ny do minus niesko«czono±ci, je±li a < 0, do minus niesko«czono±ci, je±li
a > 0, mo»e by¢ zbie»ny, je±li a = 0.

De�nicja 78 Szereg przemienny to taki, w którym wyrazy dodatnie i ujemne wyst¦puj¡
regularnie na przemian, np.

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1

n
+ . . . .

Kryteria zbie»no±ci szeregów

Twierdzenie 79 (Kryterium porównawcze) Je»eli dla szeregu
∑∞

n=1 an, gdzie an ≥ 0,
mo»na wskaza¢ taki szereg zbie»ny

∑∞
n=1 bn, »e pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 (tzn. dla

ka»dego n ≥ n0) zachodzi an ≤ bn, to szereg
∑∞

n=1 an jest równie» zbie»ny.

Przykªad 80 Szereg

∞∑
n=1

n− 1

n
· 1

2n
=

1

2
· 1

22
+

2

3
· 1

23
+

3

4
· 1

24
+ . . .

jest zbie»ny, poniewa» dla ka»dego n:

0 ≤ n− 1

n
· 1

2n
≤ 1

2n
,

a szereg
∑∞

n=1
1

2n
jest geometryczny o ilorazie 1

2
, a zatem zbie»ny.
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Twierdzenie 81 (Kryterium porównawcze) Je»eli dla szeregu
∑∞

n=1 an mo»na wskaza¢
taki szereg rozbie»ny

∑∞
n=1 bn, gdzie bn ≥ 0, »e pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 (tzn. dla

ka»dego n ≥ n0) zachodzi an ≥ bn, to szereg
∑∞

n=1 an jest równie» rozbie»ny.

Przykªad 82 Szereg
∞∑
n=1

n+ 1

n2
= 2 +

3

22
+

4

32
+ . . .

jest rozbie»ny, poniewa» dla ka»dego n:

0 ≤ 1

n
≤ 1

n
· n+ 1

n
=
n+ 1

n2
,

a szereg
∑∞

n=1
1
n
jest harmoniczny, a zatem rozbie»ny.

Uwaga 83 Przy stosowaniu powy»szych kryteriów nale»y dobra¢ szereg
∑∞

n=1 bn tak, aby
jego zbie»no±¢ lub rozbie»no±¢ byªa ªatwiejsza do zbadania ni» zbie»no±¢ lub rozbie»no±¢
szeregu

∑∞
n=1 an.

Twierdzenie 84 (Kryterium ilorazowe d'Alemberta)

1. Je»eli w szeregu
∑∞

n=1 an pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 (tzn. dla ka»dego n ≥ n0)
zachodzi ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ p < 1,

to szereg ten jest zbie»ny.

2. Je»eli w szeregu
∑∞

n=1 an pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 (tzn. dla ka»dego n ≥ n0)
zachodzi ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≥ 1,

to szereg ten jest rozbie»ny.

Dowód. Wynika to bezpo±rednio z kryterium porównawczego, gdzie szeregiem, do
którego porównujemy, jest szereg geometryczny.

Twierdzenie 85 1. Je»eli limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = r < 1, to szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny.

2. Je»eli limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = s > 1, to szereg
∑∞

n=1 an jest rozbie»ny.

Dowód. Jest to wniosek z twierdzenia d'Alemberta.

Uwaga 86 Je»eli limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1, to nie mo»na na podstawie tego kryterium rozstrzygn¡¢,

czy szereg jest zbie»ny czy nie.

Przykªad 87 1. Szereg

∞∑
n=1

n− 1

n
· 1

2n
=

1

2
· 1

22
+

2

3
· 1

23
+

3

4
· 1

24
+ . . .

jest zbie»ny, poniewa»

an+1

an
=

n
n+1
· 1

2n+1

n−1
n
· 1

2n

=
n · n · 2n

(n+ 1) · 2n+1 · (n− 1)
=

n2

n2 − 1
· 1

2
−→
n→∞

1

2
< 1.
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2. Na podstawie kryterium ilorazowego nie mo»na zdecydowa¢ o zbie»no±ci szeregu harmo-
nicznego, poniewa»

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1/(n+ 1)

1/n
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1.

Twierdzenie 88 (Kryterium pierwiastkowe Cauchyego)

1. Je»eli w szeregu
∑∞

n=1 an pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 (tzn. dla ka»dego n ≥ n0)
zachodzi

n
√
|an| ≤ p < 1,

to szereg ten jest zbie»ny.

2. Je»eli w szeregu
∑∞

n=1 an pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 (tzn. dla ka»dego n ≥ n0)
zachodzi

n
√
|an| ≥ 1,

to szereg ten jest rozbie»ny.

Dowód. Wynika to bezpo±rednio z kryterium porównawczego, gdzie szeregiem, do
którego porównujemy, jest szereg geometryczny.

Twierdzenie 89 1. Je»eli limn→∞
n
√
|an| = r < 1, to szereg

∑∞
n=1 an jest zbie»ny.

2. Je»eli limn→∞
n
√
|an| = s > 1, to szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny.

Dowód. Jest to wniosek z twierdzenia Cauchyego.

Uwaga 90 Je»eli limn→∞
n
√
|an| = 1, to nie mo»na na podstawie tego kryterium rozstrzygn¡¢,

czy szereg jest zbie»ny czy nie.

Uwaga 91 Kryterium Cauchyego jest mocniejsze ni» kryterium d'Alemberta, tzn. istniej¡
szeregi, o których zbie»no±ci nie mo»na zdecydowa¢ stosuj¡c kryterium d'Alemberta, nato-
miast kryterium Cauchyego jest rozstrzygaj¡ce, np.

∞∑
n=1

[2 + (−1)n]

2n
=

1

2
+

3

22
+

1

23
+

3

24
+ . . . .

Kryterium d'Alemberta nie prowadzi do rozstrzygni¦cia, poniewa» stosunek dwu kolejnych
wyrazów ogólnych jest na przemian mniejszy i wi¦kszy od jedynki. Natomiast

lim
n→∞

n

√
[2 + (−1)n]

2n
lim
n→∞

n
√

2 + (−1)n

2
=

1

2
,

a zatem stosuj¡c kryterium Cauchyego mo»emy stwierdzi¢, »e szereg jest zbie»ny.

Przykªad 92 Szereg
∑∞

n=1
n2

2n
jest zbie»ny, poniewa»

n

√
n2

2n
=

n
√
n2

2
=

( n
√
n)

2

2
−→
n→∞

1

2
,

gdy» limn→∞
n
√
n = 1. Ten sam wynik otrzymamy, stosuj¡c kryterium d'Alemberta:

(n+1)2

2n+1

n2

2n

=

(
n+ 1

n

)2

· 1

2
−→
n→∞

1

2
< 1.
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Uwaga 93 Kryterium d'Alemberta stosujemy przewa»nie wtedy, gdy wyst¦puj¡ silnie. Kry-
terium Cauchyego � gdy w wyrazie ogólnym szeregu n jest wykªadnikiem pot¦gi.

Przykªad 94 1. Zbadamy zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

n!

nn

za pomoc¡ kryterium d'Alemberta. Mamy

an+1

an
=

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

=
(n+ 1)! · nn

n! · (n+ 1)n+1
=

(
n

n+ 1

)n
=

(
1

1 + 1
n

)n
−→
n→∞

1

e
< 1

2. Kryterium Cauchyego nie da si¦ do tego ci¡gu zastosowa¢, poniewa» nie ma sposobu
na ªatwe przedstawienie wyra»enia n

√
n! b¡d¹ obliczenie jego granicy.

Przykªad 95 Szereg

∞∑
n=1

cos
1

n
= cos 1 + cos

1

2
+ cos

1

3
+ cos

1

4
+ . . .

nie jest zbie»ny, poniewa»

lim
n→∞

cos
1

n
= cos

(
lim
n→∞

1

n

)
= cos 0 = 1.

Uwaga 96 Je±li szereg jest zbie»ny na podstawie kryterium Cauchyego b¡d¹ d'Alemberta,
warunek konieczny zbie»no±ci jest automatycznie speªniony i nie trzeba go sprawdza¢.

Twierdzenie 97 (Kryterium Leibnitza zbie»no±ci szeregów) Je»eli w szeregu przemi-
ennym

∑∞
n=1 an pocz¡wszy od pewnego miejsca n0 bezwzgl¦dne warto±ci wyrazów szeregu

d¡»¡ monotonicznie do zera (tzn |an+1| ≥ |an| oraz limn→∞ an = 0), to szereg ten jest
zbie»ny.

Przykªad 98 Szereg
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

nazywamy szeregiem anharmonicznym. Jest to szereg przemienny, zachodzi ponadto

1 >
1

2
>

1

3
>

1

4
> · · · > 1

n
>

1

n+ 1
> . . .

oraz limn→∞
1
n

= 0, a zatem szereg jest zbie»ny.

Twierdzenie 99 (Twierdzenie o zbie»no±ci bezwzgl¦dnej) Je»eli szereg
∑∞

n=1 |an|
jest zbie»ny, to równie» szereg

∑∞
n=1 an jest zbie»ny.

Przykªad 100 1. Szereg anharmoniczny jest warunkowo zbie»ny.

2. Szereg

1

2
+

1

22
− 1

23
+

1

24
+

1

25
− 1

26
+

1

27
+

1

28
− 1

29
+

1

210
+

1

211
− 1

212
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)(n+1)mod 3

2n

jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.
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Granica i ci¡gªo±¢ funkcji

De�nicja 101 (De�nicja Cauchyego granic funkcji)

1. Liczb¦ y0 nazywamy lewostonn¡ granic¡ funkcji f w punkcie x0 je»eli dla ka»dego
(dowolnie maªego) ε > 0 istnieje takie δ > 0, »e

x ∈ (x0 − δ, x0) =⇒ f(x) ∈ (y0 − ε, y0 + ε).

Piszemy wówczas
lim
x→x−0

f(x) = y0 lub lim
x→x0−0

f(x) = y0.

2. Liczb¦ y0 nazywamy prawostronn¡ granic¡ funkcji f w punkcie x0 je»eli dla ka»dego
(dowolnie maªego) ε > 0 istnieje takie δ > 0, »e

x ∈ (x0, x0 + δ) =⇒ f(x) ∈ (y0 − ε, y0 + ε).

Piszemy wówczas
lim
x→x+0

f(x) = y0 lub lim
x→x0+0

f(x) = y0.

3. Funkcja f ma granic¦ (obustronn¡) y0 w punkcie x0, je»eli istniej¡ w tym punkcie
granice lewostronna i prawostronna i obie s¡ równe y0. Piszemy wówczas

lim
x→x0

f(x) = y0.

4. Granice lewostronna i prawostronna nosz¡ nazw¦ granic jednostronnych.

Uwaga 102 Aby istniaªa granica funkcji w punkcie, funkcja ta wcale nie musi mie¢ w tym
punkcie warto±ci (punkt ten nie musi nale»e¢ do dziedziny funkcji).

Uwaga 103 Liczba y0 jest granic¡ funkcji f w punkcie x0, je»eli dla ka»dego (dowolnie
maªego) ε > 0 istnieje δ > 0, takie »e dla ka»dego x ze zbioru (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ)
zachodzi f(x) ∈ (y0−ε, y0 +ε). Zauwa», »e funkcja nie musi by¢ zdefiniowana w punkcie x0.

Uwaga 104 Zbiór (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ) nazywamy s¡siedztwem punktu x0 o promie-
niu δ, zbiór (x0 − δ, x0) � lewostronnym s¡siedztwem punktu x0 o promieniu δ, zbiór
(x0, x0 + δ) � prawostronnym s¡siedztwem punktu x0 o promieniu δ, natomiast zbiór
(x0 − δ, x0 + δ) nazywa si¦ otoczeniem punktu x0 o promieniu δ. De�nicje granic mo»na
przedstawi¢ u»ywaj¡c tych okre±le«, np.
Liczb¦ y0 nazywamy lewostronn¡ granic¡ funkcji f w punkcie x0, je»eli dla dowolnego
otoczenia O(y0) punktu y0 istenieje lewostronne s¡siedztwo S(x0) punktu x0, takie »e

x ∈ S(x0) =⇒ f(x) ∈ O(y0).

29
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Przykªad 105 We¹my pod uwag¦ funkcj¦

f(x) = sin
1

x
, x ∈ R +.

W punkcie x = 0 funkcja ta nie ma granicy (prawostronnej). Dla dowolnego δ > 0
w przedziale (0, δ) zawarte s¡ punkty 2

(2k+1)π
oraz 2

(2k−1)π
(dla odpowiednio du»ego k),

dla których warto±¢ funkcji wynosi odpowiednio −1 i 1. Je±li zatem wybierzemy ε = 1
2
,

nie istnieje odpowiednie y0, tak aby wszystkie warto±ci funkcji zawarte byªy w przedziale
(y0 − ε, y0 + ε). Zauwa»my, »e funkcja f(x) = sin 1

x
jest ograniczona.

De�nicja 106 (De�nicja Cauchyego granic niewªa±ciwych)

1. Mówimy, »e +∞ jest granic¡ lewostronn¡ funkcji f w punkcie x0, je»eli dla ka»dej
liczby M > 0 istnieje taka liczba δ > 0, »e

f(x) > M dla x ∈ (x0 − δ, x0).

Zapisujemy to jako
lim
x→x−0

f(x) = +∞.

2. Mówimy, »e −∞ jest granic¡ lewostronn¡ funkcji f w punkcie x0, je»eli dla ka»dej
liczby M > 0 istnieje taka liczba δ > 0, »e

f(x) < −M dla x ∈ (x0 − δ, x0).

Zapisujemy to jako
lim
x→x−0

f(x) = −∞.

3. Mówimy, »e +∞ jest granic¡ prawostronn¡ funkcji f w punkcie x0, je»eli dla k»dej
liczby M > 0 istnieje taka liczba δ > 0, »e

f(x) > M dla x ∈ (x0, x0 + δ).

Zapisujemy to jako
lim
x→x+0

f(x) = +∞.

4. Mówimy, »e −∞ jest granic¡ prawostronn¡ funkcji f w punkcie x0, je»eli dla k»dej
liczby M > 0 istnieje taka liczba δ > 0, »e

f(x) < −M dla x ∈ (x0, x0 + δ).

Zapisujemy to jako
lim
x→x+0

f(x) = −∞.

De�nicja 107 (De�nicja Cauchyego)

1. Mówimy, »e funkcja f d¡»y do y0 przy x → +∞ (x → +∞), je»eli dla dowolnego
(dowolnie maªego) ε > 0 istnieje takie K > 0, »e

|f(x)− y0| < ε dla ka»dego x > K (x < −K).

Zapisujemy to jako
lim

x→+∞
= y0 lub lim

x→−∞
= y0.
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2. Mówimy, »e funkcja f d¡»y do +∞ przy x → +∞, je»eli dla dowolnego (dowolnie
du»ego) M > 0 istnieje takie K > 0, »e

f(x) > M dla ka»dego x > K.

Zapisujemy to jako
lim

x→+∞
= +∞.

3. Mówimy, »e funkcja f d¡»y do −∞ przy x → +∞, je»eli dla dowolnego (dowolnie
du»ego) M > 0 istnieje takie K > 0, »e

f(x) < −M dla ka»dego x > K.

Zapisujemy to jako
lim

x→+∞
= −∞.

4. Mówimy, »e funkcja f d¡»y do +∞ przy x → −∞, je»eli dla dowolnego (dowolnie
du»ego) M > 0 istnieje takie K > 0, »e

f(x) > M dla ka»dego x < −K.

Zapisujemy to jako
lim

x→−∞
= +∞.

5. Mówimy, »e funkcja f d¡»y do −∞ przy x → −∞, je»eli dla dowolnego (dowolnie
du»ego) M > 0 istnieje takie K > 0, »e

f(x) < −M dla ka»dego x < −K.

Zapisujemy to jako
lim

x→−∞
= −∞.

De�nicja 108 (De�nicja Heinego granic funkcji) Liczba y0 (lub +∞, lub −∞) jest
granic¡ lewostronn¡ (prawostronn¡) funkcji f w punkcie x0 (±∞), je»eli dla ka»dego ci¡gu
(xn) zbie»nego do x0 (±∞) i takiego, »e xn < x0 (xn > x0) mamy limn→∞ f(x) = y0

(lub +∞, lub −∞).

Uwaga 109 Obie de�nicje (Cauchyego i Heinego) s¡ równowa»ne.

Przykªad 110 1. Granic¡ prawostronn¡ funkcji f(x) = x2 w punkcie x = 1 jest 1. Dla
dowolnego dodatniego ε < 1

3
we¹my δ = ε

3
. Wówczas dla ka»dego x ∈ (1, 1 + δ) =(

1, 1 + ε
3

)
mamy

f(x) = x2 > 12 = 1 oraz

f(x) <
(

1 +
ε

3

)2

= 1 +
2ε

3
+ ε2

(ε< 1
3 )

< 1 +
2ε

3
+
ε

3
= 1 + ε,

a zatem f(x) ∈ (1, 1 + ε) ⊆ (1− ε, 1 + ε).
Uwaga Rozumowanie to wystarczy przeprowadzi¢ dla maªych ε. Dla ε ≥ 1

3
mo»emy

przyj¡¢ δ = 1
10
. T¦ cz¦±¢ rozwi¡zania si¦ opuszcza.
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2. Granic¡ lewostronn¡ funkcji f(x) = x2 w punkcie x = 1 jest 1. Dla dowolnego do-
datniego ε < 1

2
we¹my δ = ε

2
. Wówczas dla ka»dego x ∈ (1 − δ, 1) =

(
1− ε

2
, 1
)

mamy

f(x) = x2 >
(

1− ε

2

)2

= 1− ε+ ε2 > 1− ε oraz

f(x) < 12 = 1,

a zatem f(x) ∈ (1− ε, 1) ⊆ (1− ε, 1 + ε).

3. Granic¡ funkcji f(x) = x2 w punkcie x = 1 jest 1.

4. Granic¡ prawostronn¡ funkcji f(x) = 1
x2

w punkcie x = 0 jest∞. DlaM > 0 szukamy
takiego δ, »eby 1

x2
> M zachodziªo dla 0 < x < δ. W tym celu po prostu rozwi¡zujemy

t¦ nierówno±¢:
1

x2
> M ⇐⇒ x2 <

1

M
⇐⇒ x <

√
1

M
,

a zatem zachodzi ona dla x ∈ (0, δ), gdzie δ =
√

1
M
.

Uwaga 111 De�nicja pozwala nam udowodni¢, »e pewna liczba (lub ±∞) jest granic¡
funkcji. Do obliczania granic stosuje si¦ inne metody.

Twierdzenie 112 Je»eli istniej¡ granice limx→x0 f(x) oraz limx→x0 g(x), to

1. limx→x0 (f(x)± g(x)) = limx→x0 f(x)± limx→x0 g(x),

2. limx→x0 (f(x) · g(x)) = limx→x0 f(x) · limx→x0 g(x),

3. limx→x0
f(x)
g(x)

=
limx→x0 f(x)

limx→x0 g(x)
, pod warunkiem, »e limx→x0 g(x) 6= 0 oraz g(x) 6= 0 w pewnym

otoczeniu punktu x0,

4. limx→x0 f(x)g(x) = (limx→x0 f(x))limx→x0 f(x).

Dotyczy to równie» granic jednostronnych oraz granic w plus minus niesko«czono±ci.

Przykªad 113 1.

lim
x→+∞

2x+ 1

x
= lim

x→+∞

(
2 +

1

x

)
= lim

x→+∞
2 + lim

x→+∞

1

x
= 2 + 0 = 2

2.

lim
x→+∞

3x2 − 2x+ 7

−x2 − 4
= lim

x→+∞

3x2−2x+7
x2

−x2−4
x2

=
limx→+∞

3x2−2x+7
x2

limx→+∞
−x2−4
x2

=
3

−1
= −3

3. Zwró¢my uwag¦ na to, »e aby zastosowa¢ powy»sze twierdzenie, musimy si¦ upewni¢,
»e obie granice istniej¡ (tzn. s¡ sko«czone).

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)
= 1, lim

x→+∞
x = +∞, ale lim

x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

De�nicja 114 Funkcj¦ f nazywamy ci¡gª¡ w punkcie x0, je»eli
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1. jest w tym punkcie zdefiniowana,

2. posiada obustronn¡ granic¦,

3. warto±¢ funkcji i granica funkcji s¡ sobie równe f(x0) = limx→x0 f(x).

De�nicja 115 Funkcj¦ nazywamy ci¡gª¡ w przedziale I, je±li jest ci¡gªa w ka»dym punkcie
tego przedziaªu. Funkcj¦ nazywamy ci¡gª¡, je»eli jest ci¡gªa w caªej swojej dziedzinie.

Przykªad 116 Ci¡gªo±¢ najwa»niejszych funkcji:

1. Wielomiany s¡ ci¡gªe w caªej dziedzinie (x ∈ R ).

2. Funkcja pot¦gowa x 7→ xa, gdzie a to dowolna staªa, jest okre±lona i ci¡gªa dla x ∈
R +.

3. Funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa dla wszystkich warto±ci x ∈ R .

4. Funkcja logarytmiczna jest ci¡gªa w caªej dziedzinie (x ∈ R +).

5. Funkcje trygonometryczne sinus i cosinus s¡ ci¡gªe w caªej dziedzinie (x ∈ R ),
natomaist tangens, cotangens, secans i cosecans s¡ przedziaªami ci¡gªe w swoich
dziedzinach (dziedzina ka»dej z tych funkcji jest niesko«czon¡ sum¡ przedziaªów; w
ka»dym z nich funkcja jest ci¡gªa).

6. Funkcje cyklometryczne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Twierdzenie 117 Niech f i g b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi (w swoich dziedzinach). Wówczas

1. Suma f + g jest ci¡gªa w swojej dziedzinie.

2. Ró»nica f − g jest ci¡gªa w swojej dziedzinie.

3. Iloczyn f · g jest ci¡gªy w swojej dziedzinie.

4. Iloraz f/g jest ci¡gªy w swojej dziedzinie.

Uwaga 118 Iloraz dwóch funkcji nie jest okre±lony w tych punktach dziedziny, gdzie mi-
anownik ma warto±¢ zero.

Przykªad 119 1. Oblicz granic¦ funkcji

f(x) =
x− 1

x2 + 2

w punkcie x = 2.
Rozwi¡zanie Jest to iloraz dwu funkcji ci¡gªych, a punkt x = 2 nale»y do dziedziny
ilorazu (22 + 2 6= 0), zatem

lim
x→2

f(x) = f(2) =
2− 1

22 + 2
=

1

6
.
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2. Wyznacz granic¦ funkcji

f(x) =
3x2 − 5x− 2

5x2 − 20

w punkcie x = 2.
Rozwi¡zanie. Funkcja w x = 2 nie jest okre±lona. Zarówno licznik, jak i mianownik
zeruj¡ si¦, a zatem oba maj¡ dzielnik x− 2.

3x2 − 5x− 2

5x2 − 20
=

3(x− 2)(x+ 1
3
)

5(x− 2)(x+ 2)
=

3(x+ 1
3
)

5(x+ 2)
dla x 6= 2.

W s¡siedztwie punktu x = 2 funkcja w zachowuje si¦ tak samo jak f(x) =
3(x+ 1

3
)

5(x+2)
, w

szczególno±ci ma t¦ sam¡ granic¦, któr¡ mo»emy obliczy¢ tak samo, jak w poprzednim
przykªadzie (gdy» funkcja jest ci¡gªa):

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

3(x+ 1
3
)

5(x+ 2)
=

3(2 + 1
3
)

5(2 + 2)
=

7

20
.

3. Oblicz granice funkcji
1

x
,

1

x2
,

1

x3

w punkcie x = 0.
Rozwi¡zanie. Mamy tu wyra»enia postaci � c

0
�. Granic¡ w takim przypadku jest

zawsze ±∞, wystarczy ustali¢ znak. Dla bezpiecze«stwa lepiej rozpatrywa¢ granice
lewo� i prawostronne osobno.

lim
x→0+

1

x
= +∞, bo dzielimy liczb¦ dodatni¡ 1 przez liczb¦ dodatni¡ x,

lim
x→0−

1

x
= −∞, bo dzielimy liczb¦ dodatni¡ 1 przez liczb¦ ujemn¡ x,

lim
x→0+

1

x2
= +∞, bo dzielimy liczb¦ dodatni¡ 1 przez liczb¦ dodatni¡ x2,

lim
x→0−

1

x2
= +∞, bo dzielimy liczb¦ dodatni¡ 1 przez liczb¦ dodatni¡ x2,

lim
x→0+

1

x3
= +∞, bo dzielimy liczb¦ dodatni¡ 1 przez liczb¦ dodatni¡ x3,

lim
x→0−

1

x3
= −∞, bo dzielimy liczb¦ dodatni¡ 1 przez liczb¦ ujemn¡ x3.

Uwaga Tych uzasadnie« w rozwi¡zaniu zadania si¦ nie pisze, w przypadku � c
0
� podaje

si¦ tylko warto±¢ granicy.

4. Oblicz granic¦ funkcji

f(x) =
1

1− x2

w punkcie x = 1.
Rozwi¡zanie Jest to znów granica postaci � c

0
�, trzeba zatem ustali¢ znak. Mamy

dwie mo»liwo±ci:
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(a) 1
1−x2 = 1

1+x
· 1

1−x . Pierwsza z funkcji jest w x = 1 ci¡gªa i dodatnia, druga zmienia
znak z + na −. Zatem

lim
x→1−

f(x) = +∞, lim
x→1+

f(x) = −∞.

(b) Funkcja kwadratowa f zmienia w x = 1 znak z + na −, co prowadzi do tego
samego wniosku.

5. Oblicz granice funkcji
f(x) = x4 + 2x2 − x− 7

dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

f(x) = x4

(
1 +

2

x2
− 1

x3
− 7

x4

)
.

Poniewa» wyra»enie w nawiasie d¡»y do 1 przy x → +∞, istnieje takie x0, »e dla
ka»dego x > x0 zachodzi

f(x) >
1

2
x4.

Dla ka»dego x > 2 mamy 1
2
x4 = 1

2
x · x3 > 1 · x3 > x, zatem

f(x) > x

dla x > max{x0, 2}. Mo»na ªatwo udowodni¢ z de�nicji, »e

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Zauwa»my, »e o wyniku tym zadecydowaª jednomian o najwy»szym stopniu. Tak jest
w przypadku wszystkich wielomianów: o warto±ci granicy w plus minus niesko«c-
zonow±ci decyduje wª¡czynie zachowanie czªonu o najwy»szym wykªadniku.

lim
x→−∞

f(x) = +∞.

6. Oblicz granice funkcji
f(x) = −2x3 + 3x− 1

dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

−2x3 = −∞, lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

−2x3 = +∞.

Wspóªcyznnik przy najwy»esze pot¦dze zmiennej decyduje o znaku granicy w plus
niesko«czono±ci. Je±li stopie« wielomianu jest nieparzysty, granica w minus niesko«c-
zono±ci ma przeciwny znak.

7. Oblicz granice funkcji
f(x) = −2x2 − 3x+ 2

dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

−2x2 = −∞, lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

−2x2 = −∞.

Je±li stopie« wielomianu jest nieparzysty, granica w minus niesko«czono±ci ma prze-
ciwny znak ni» granicy w plus niesko«czono±ci.
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8. Oblicz granice funkcji
f(x) = x5 + 3x+ 1

dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x5 = +∞, lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x5 = −∞

9. Oblicz granice funkcji

f(x) =
x2 − 3x+ 1

x3 + 4x2 − x+ 7
dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

lim
x→±∞

x2 − 3x+ 1

x3 + 4x2 − x+ 7
= lim

x→±∞

x2
(
1− 3

x
+ 1

x2

)
x2
(
x+ 4− 1

x
+ 7

x

)
= lim

x→±∞

1− 3
x

+ 1
x2

x+ 4− 1
x

+ 7
x

=

[
1

±∞

]
= 0

Je»eli stopie« licznika jest mniejszy od stopnia mianownika, granica w plus minus
niesko«czono±ci wynosi 0.

10. Oblicz granice funkcji

f(x) =
−2x3 − 3x+ 1

3x3 + 4x2 − x+ 7
dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

lim
x→±∞

−2x3 − 3x+ 1

3x3 + 4x2 − x+ 7
= lim

x→±∞

x3
(
−2− 3

x2
+ 1

x3

)
x3
(
3 + 4

x
− 1

x2
+ 7

x3

)
= lim

x→±∞

−2− 3
x2

+ 1
x3

3 + 4
x
− 1

x2
+ 7

x3

=
limx→±∞

(
−2− 3

x2
+ 1

x3

)
limx→±∞

(
3 + 4

x
− 1

x2
+ 7

x3

) =
−2

3
= −2

3

Je»eli stopie« licznika jest równy stopniowi mianownika, granica w plus minus niesko«-
czono±ci równa jest stosunkowi wspóªczynników przy najwy»szych pot¦gach zmiennej.

11. Oblicz granice funkcji

f(x) =
x4 − 3x2 + 1

5x3 − 4x2 − 2x+ 3
dla x→ ±∞.
Rozwi¡zanie

lim
x→±∞

x4 − 3x2 + 1

5x3 − 4x2 − 2x+ 3
= lim

x→±∞

x3
(
x− 3

x
+ 1

x3

)
x3
(
5− 4

x
− 2

x2
+ 3

x3

)
= lim

x→±∞

x− 3
x

+ 1
x3

5− 4
x
− 2

x2
+ 3

x3

= ±∞

Je»eli stopie« licznika jest wi¦kszy od stopnia mianownika, funkcja wymierna w plus
minus niesko«czono±ci zachowuje si¦ tak, jak jednomian o wspóªczynniku b¦d¡cym ilo-
razem wspóªczynników przy najwy»szych pot¦gach i stopniowi równemu ró»nicy stopni
wielomianów z licznika i z mianownika.
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12. Oblicz

lim
x→−1

x2 − 1

x+ 1
, lim

x→3

x2 − 4x+ 3

2x− 6
, lim

x→25

√
5− 5

x− 25
, lim

x→0+
x+

1

x
.

Rozwi¡zanie

lim
x→−1

x2 − 1

x+ 1
=

[
0

0

]
= lim

x→−1

(x+ 1)(x− 1)

x+ 1

= lim
x→−1

(x− 1) = −1− 1

= −2,

lim
x→3

x2 − 4x+ 3

2x− 6
=

[
0

0

]
= lim

x→3

(x− 3)(x− 1)

2(x− 3)
= lim

x→3

x− 1

2
=

3− 1

2
= 1,

lim
x→25

√
x− 5

x− 25
=

[
0

0

]
= lim

x→25

√
x− 5

(
√
x+ 5)(

√
x− 5)

= lim
x→25

1√
x+ 5

=
1√

25 + 5
=

1

10
,

lim
x→0+

x+
1

x
= [0 +∞] = +∞.

Twierdzenie 120 Zachodzi

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Przykªad 121 1. Oblicz limx→0
a sin(bx)

cx
dla c 6= 0. Rozwi¡zanie

a sin(bx)

cx
=
a sin(bx)
c
b
· bx

=
ab

c

sin(bx)

bx
−→
x→0

ab

c
· 1 =

ab

c

2. Oblicz limx→0
3x

tg 2x
.

Rozwi¡zanie

3x

tg 2x
=

3
2
· 2x · cos 2x

sin 2x
=

3 cos 2x

2
· 2x

sin 2x
−→
x→0

3

2

Twierdzenie 122 Je»eli f jest funkcj¡ ci¡gª¡, a granica limx→x0 g(x) istnieje, to

lim
x→x0

f ◦ g(x) = f

(
lim
x→x0

g(x)

)
.

Dotyczy to równie» granic jednostronnych oraz w niesko«czono±ci.

Przykªad 123 1. limx→0+ e
1/x = +∞,

2. limx→0− e
1/x = 0,

3. limx→+∞ e
1/x = elimx→+∞

1
x = e0 = 1,

4. limx→−∞ e
1/x = elimx→−∞

1
x = e0 = 1,

5. limx→+∞ cos 1
x

= cos limx→+∞
1
x

= cos 0 = 1.

Twierdzenie 124 (Wªasno±¢ Darboux) Niech

f : [a, b]→ R

b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas dla dowolnego y znajduj¡cego si¦ pomi¦dzy f(a) i f(b) (czyli
f(a) ≤ y ≤ f(b) lub f(a) ≥ y ≥ f(b)) istnieje takie c ∈ (a, b), »e f(c) = y.
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Zastosowania rachunku granic. Asymptoty wykresu funkcji

De�nicja 125 1. Prost¡ o równaniu x = x0 nazywamy asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡
wykresu funkcji f wtedy, gdy

lim
x→x−0

f(x) = +∞ lub lim
x→x−0

f(x) = −∞.

2. Prost¡ o równaniu x = x0 nazywamy asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡ wykresu
funkcji f wtedy, gdy

lim
x→x+0

f(x) = +∞ lub lim
x→x+0

f(x) = −∞.

3. Prost¡ o równaniu x = x0 nazywamy asymptot¡ pionow¡ obustronn¡ wykresu funkcji f
wtedy, gdy jest ona jednocze±nie asymptot¡ lewo� i prawostronn¡ wykresu tej funkcji.

Uwaga 126 Aby de�nicja miaªa sens, funkcja musi by¢ zde�niowana w odpowiednim
otoczeniu punktu x0. Podobnie b¦dzie przy dalszych de�nicjach.

Uwaga 127 Aby funkcja miaªa w punkcie x0 asymptot¦ pionow¡, musi by¢ w tym punkcie
nieci¡gªa. Sama nieciagªo±¢ nie wystarcza do tego, by funkcja miaªa asymptot¦ pionow¡.

Przykªad 128 1. Krzywa y = 1
x−1

ma asymptot¦ pionow¡ w x = 1.

2. Krzywa y = x2−5x+6
x−2

nie ma asymptot pionowych.

3. Wykres funkcji tangens ma niesko«czenie wiele asymptot x = π
2

+ nπ, n ∈ Z .

4. Krzywa y = lnx ma asymptot¦ pionow¡ prawostronn¡ x = 0.

De�nicja 129 Je»eli funkcja f d¡»y do granicy sko«czonej a, gdy x→ −∞ lub x→ +∞,
to mówimy, »e prosta o równaniu y = a jest asymptot¡ poziom¡ wykresu tej funkcji (przy
x→ −∞ lub x→ +∞).

Przykªad 130 1. Krzywa y = 1
x
ma asymptot¦ poziom¡ y = 0.

2. Wykres funkcji arcus tangens ma dwie asymptoty poziome: y = −π
2
oraz y = π

2
.

3. Krzywa y = x−1
x−2

ma asymptot¦ pionow¡ x = 2 oraz asymptot¦ poziom¡ y = 1.

4. Krzywa y = sinx
x

ma asymptot¦ poziom¡ x = 0.

De�nicja 131 1. Prost¡ o równaniu y = ax+b nazywamy asymptot¡ uko±n¡ lewostronn¡
wykresu funkcji f , je»eli

lim
x→−∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0.

2. Prost¡ o równaniu y = ax + b nazywamy asymptot¡ uko±n¡ prawostronn¡ wykresu
funkcji f , je»eli

lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0.
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3. Prost¡ o równaniu y = ax + b nazywamy asymptot¡ uko±n¡ obustronn¡ wykresu
funkcji f , je»eli jest jednocze±nie asymptot¡ uko±n¡ lewo� i prawostronn¡ wykresu tej
funkcji.

Uwaga 132 Je»eli w równaniu asymptoty uko±nej mamy a = 0, otrzymujemy prost¡ y = b,
czyli asymptot¦ poziom¡. Zatem asymptota pozioma jest szczególnym przypadkiem asymp-
torty uko±nej.

Przykªad 133 1. Aby wyznaczy¢ asymptot¦ uko±n¡ wykresu funkcji wymiernej f , nale»y
podzieli¢ licznik przez mianownik. Je»eli otrzymamy jako cz¦±¢ caªkowit¡ funkcj¦ lin-
iow¡, to wykres tej funkcji jest obustronn¡ asymptot¡ wykresu funkcji f . Np. z rozkªadu

f(x) =
x3 − 2x2 + 3

2x2︸ ︷︷ ︸
rz¦dna punktu

na krzywej

=
1

2
x− 1︸ ︷︷ ︸

rz¦dna punktu

na asymptocie

+
3

2x2︸︷︷︸
reszta d¡»¡ca do 0

przy x→ ±∞

wynika, »e asymptot¡ jest prosta y = x
2
− 1.

2. Parabola y = x2 nie ma asyptoty uko±nej, bo dla dowolnej prostej y = ax+ b ró»nica
rz¦dnych paraboli i prostej

x2 − (ax+ b)

zawsze d¡»y do niesko«czono±ci przy x→ ±∞.

3. Krzywa y = sinx
x

+ x ma asymptot¦ uko±n¡ y = x.

Twierdzenie 134 1. Je»eli istniej¡ granice wªa±ciwe

a = lim
x→−∞

f(x)

x
oraz b = lim

x→−∞
[f(x)− ax],

to prosta o równaniu y = ax+ b jest asymptot¡ uko±n¡ lewostronn¡ funkcji f .

2. Je»eli istniej¡ granice wªa±ciwe

a = lim
x→+∞

f(x)

x
oraz b = lim

x→+∞
[f(x)− ax],

to prosta o równaniu y = ax+ b jest asymptot¡ uko±n¡ prawostronn¡ funkcji f .

Uwaga 135 Prawdziwe s¡ równie» twierdzenia odwrotne.

Przykªad 136 1. Dla funkcji f(x) = x3−2x2+3
2x2

mamy

f(x)

x
=
x3 − 2x2 + 3

2x3
=

1

2
− 1

x
+

3

2x3
−→
x→±∞

1

2
,

x3 − 2x2 + 3

2x2
− 1

2
x = −1 +

3

2x2
−→
x→±∞

−1,

a zatem prosta y = x
2
− 1 jest obustronn¡ asymptot¡ uko±n¡ wykresu tej funkcji.

Podobnie b¦dzie dla wszystkich funkcji wymiernych, których cz¦±ci¡ caªkowit¡ z dzie-
lenia licznika przez mianownik jest funkcja liniowa, tzn takich, w których stopie«
licznika jest równy b¡d¹ o jeden wy»szy od stopnia mianownika. Je±li stopie« licznika
i mianownika s¡ równe, asymptota w rzeczywisto±ci jest asymptot¡ pionow¡.
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2. Dla funkcji f(x) = x4+3x3−2
x2+2

mamy

f(x)

x
=
x4 + 3x3 − 2

x3 + 2x
= x+ 3− 2x2 + 6x+ 2

x3 + 2x
−→
x→±∞

±∞,

a zatem wykres tej funkcji nie posiada asymptot uko±nych. Podobnie b¦dzie dla wszys-
tkich funkcji wymiernych, w których stopie« licznika jest o co najmmniej dwa wy»szy
od stopnia mianownika.

3. Dla funkcji f(x) = 2x−1
2x2+2

mamy

f(x)

x
=

2x− 1

2x3 + 2x
−→
x→±∞

0,

2x− 1

2x2 + 2
− 0 −→

x→±∞
0,

a zatem prosta y = 0 jest obustronn¡ asymptot¡ uko±n¡ wykresu tej funkcji. Podobnie
b¦dzie dla wszystkich funkcji wymiernych, w których stopie« licznika jest mniejszy od
stopnia mianownika.

Obliczaj¡c granice, warto skorzysta¢ z granic specjalnych:

1. limx→0
sin ax
x

= a,

2. limx→0(1 + x)
1
x = e,

3. limx→±∞ =
(
1 + a

x

)x
= ea,

4. limx→0
arctg x
x

= 1,

5. limx→0
ax−1
x

= ln a dla a > 0,

6. limx→0
(1+x)a−1

x
= a,

7. limx→0
loga(1+x)

x
= 1

ln a
dla a > 0, a 6= 1.

Przykªad 137 1. limx→+∞
sinx
x

= 0,

2. limx→0
tg 2x
tg 3x

= limx→0
sin 2x
sin 3x
· cos 3x

cos 2x
· 3x

2x
· 2

3
= limx→0

sin 2x
2x
· 3x

sin 3x
· cos 3x

cos 2x
· 2

3
= 1 ·1 ·1 · 2

3
= 2

3
,

3. limx→+∞
(
x−3
x

)x
= limx→+∞

(
1 + −3

x

)x
= e−3.



Pochodna funkcji

De�nicja 138 Niech dana b¦dzie funkcja f : A→ R , gdzie A ⊆ R . Je±li istnieje granica
sko«czona

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

to nazywamy j¡ pochodn¡ funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy f ′(x0). Dla ka»dego h iloraz

f(x0 + h)− f(x0)

h

nazywamy ilorazem ró»nicowym funkcji f w punkcie x0.

Uwaga 139 Nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ równie» ujemne przyrosty h!

Przykªad 140 1. Niech f(x) = 2 i x0 = 1. Wówczas

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
f(1 + h)− f(1)

h
=

2− 2

h
=

0

h
= 0 −→ 0 dla h→ 0.

2. Niech f(x) = 2x i x0 = −2. Wówczas

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
f(−2 + h)− f(−2)

h
=

2(−2 + h)− 2(−2)

h

=
2(−2 + h+ 2)

h
=

2h

h
= 2 −→ 2 dla h→ 0.

3. Niech f(x) = ax i x0 = 1. Wówczas

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
f(1 + h)− f(1)

h
=
a1+h − a1

h
=
a · ah − a

h

= a · a
h − 1

h
−→ a · ln a dla h→ 0.

De�nicja 141 Funkcj¦ nazywamy ró»niczkowaln¡ w punkcie x0, je±li ma w tym punkcie
pochodn¡. Funkcj¦ nazywamy ró»niczkowaln¡ w przedziale I, je±li jest ró»niczkowalna w
ka»dym punkcie tego przedziaªu. Funkcj¦ nazywamy ró»niczkowaln¡, je±li jest ró»niczkowalna
w ka»dym punkcie swojej dziedziny.

Twierdzenie 142 Je±li funkcja jest ró»niczkowalna w punkcie, jest w tym punkcie ci¡gªa.

Uwaga 143 Sama ci¡gªo±¢ nie wystarcza do tego, aby funkcja byªa ró»niczkowalna.

41
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Przykªad 144 We¹my funkcj¦ f(x) = |x| dla x0 = 0.

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
f(h)− f(0)

h
=
|h| − 0

h
=
|h|
h

=

{
h
h

= 1, dla h > 0,
−h
h

= −1, dla h < 0,

czyli nie istnieje obustronna granica.

De�nicja 145 Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Funkcj¦

f ′ : x 7→ f ′(x)

nazywamy pochodn¡ funkcji f .

Uwaga 146 Pochodna funkcji w punkcie jest liczb¡, natomiast pochodna funkcji jest równie»
funkcj¡. Ka»demu punktowi swojej dziedziny przyporz¡dkowuje warto±¢ pochodnej funkcji
wyj±ciowej w tym punkcie.

Uwaga 147 Dla oznaczenia pochodnej u»ywa si¦ równie» zapisu df
dx
.

Uwaga 148 Stosunkowo trudno jest oblicza¢ warto±¢ pochodnej funkcji w punkcie, natomi-
ast ªatwo jest znale¹¢ pochodn¡ jako funkcj¦. Zatem aby obliczy¢ warto±¢ pochodnej funkcji
w punkcie, znajdujemy najpierw pochodn¡ jako funkcj¦, a nast¦pnie podstawiamy warto±¢
argumentu.

Pochodne niektórych funkcji:

(c)′ = 0,

(x)′ = 1,

(xa)′ = a · xa−1,

(ex)′ = ex,

(ax)′ = ax ln a, a ∈ R + \ {1},

(ln |x|)′ = 1

x
, x ∈ R +,

(loga x)′ =
1

x ln a
, a ∈ R + \ {1},

(sinx)′ = cosx,

(cosx)′ = − sinx,

( tg x)′ =
1

cos2 x
= 1 + tg 2x, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z ,

( ctg x)′ = − 1

sin2 x
= −(1 + ctg 2x), x 6= π + kπ, k ∈ Z ,

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1),

(arccosx)′ =
−1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1),

( arctg x)′ =
1

1 + x2
,

( arcctg x)′ = − 1

1 + x2
.
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Twierdzenie 149 Niech f i g b¦d¡ funkcjami ró»niczkowalnymi. Wówczas

1. (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) (tzn. ró»niczkowanie jest addytywne),

2. (f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x),

3. (f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x),

4. dla x takich, »e g(x) 6= 0:(
f

g

)′
(x) =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

[g(x)]2
.

Przykªad 150 1. Niech c b¦dzie staª¡ rzeczywist¡, a f funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Wówczas

[(cf)(x)]′ = c′ · f(x) + c · f ′(x) = 0 · f(x) + c · f ′(x) = c · f ′(x).

Mo»na to potraktowa¢ jako kolejn¡ reguª¦ ró»niczkowania, tzw. jednorodno±¢.

2. Niech f(x) 6= 0. Wtedy(
1

f(x)

)′
=

1′ · f(x)− 1 · f ′(x)

[f(x)]2
=
−f ′(x)

[f(x)]2
.

Mo»na to potraktowa¢ jako kolejn¡ reguª¦ ró»niczkowania.

3. Ró»niczkowanie wielomianów:(
n∑
k=0

akx
k

)′
=

n∑
k=0

(akx
k)′ =

n∑
k=0

ak(x
k)′ =

n∑
k=1

ak · kxk−1 =
n−1∑
k=0

(k + 1)ak+1x
k.

4. (
lnx · ex

2x2

)′
=

(lnx · ex)′ · 2x2 − (lnx · ex) · (2x2)′

[2x2]2

=
[(lnx)′ · ex + lnx · (ex)′] · 2x2 − (lnx · ex) · (2 · 2x)

4x4

=

(
1
x
· ex + lnx · ex

)
· 2x2 − 4x lnx · ex

4x4

= ex · 2x+ 2x · x lnx− 4x lnx

4x4
= ex · 1 + x lnx− 2 lnx

2x3
,

x ∈ R +

5. Pochodna funkcji tangens:

( tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

sin′ x · cosx− sinx · cos′ x

cos2 x
=

cosx · cosx+ sinx · sinx
cos2 x

=
1

cos2 x
, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

De�nicja 151 Operacj¦, która jest addytywna i jednorodna nazywamy liniow¡.
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Twierdzenie 152 (Pochodna funkcji zªo»onej) Je»eli funkcja zªo»ona f◦g jest okre±lona
w pewnym otoczeniu punktu x0, funkcja g jest ró»niczkowalna w punkcie x0, a funkcja f
jest ró»niczkowalna w punkcie g0 = g(x0), to pochodna funkcji zªo»onej f ◦ g w punkcie x0

dana jest wzorem

(f ◦ g)′(x0) = f ′ (g(x0)) · g′(x0) = f ′(g0) · g′(x0).

Uwaga 153 Mo»na to zapisa¢ jako

d(f ◦ g)

dx
(x0) =

df

dg
(g0) · dg

dx
(x0).

Przykªad 154 (
e1/x

)′
= e1/x · −1

x2
=
−e1/x

x2
, x 6= 0

Twierdzenie 155 (Pochodna funkcji odwrotnej) Je»eli funkcja ró»niczkowalna f ma
funkcj¦ odwrotn¡ f−1, to pochodna funkcji odwrotnej równa si¦ odwrtono±ci pochodnej:(

f−1(x)
)′

=
1

f ′ (f−1(x))
.

Uwaga 156 Mo»na to zapisa¢ (skrótowo) jako

dy

dx
=

1
dx
dy

.

Przykªad 157 1. Pochodna logarytmu:

(lnx)′ =
1

(ey)′

∣∣∣∣
y=lnx

=
1

ey

∣∣∣∣
y=lnx

=
1

elnx
=

1

x

2. Pochodna funkcji arcus cosinus:

(arccosx)′ =
1

(cos y)′

∣∣∣∣
y=arccosx

=
1

− sin y

∣∣∣∣
y=arccosx

(∗)
=

−1√
1− cos2 y

∣∣∣∣∣
y=arccosx

=
−1√

1− x2

(∗) � w przedziale okre±lono±ci funkcji arcus cosinus, czyli (0, π), sinus jest dodatni

De�nicja 158 Je»eli pochodna danej funkcji f ma w pewnym punkcie x0 pochodn¡, to
nazywamy j¡ drug¡ pochodn¡ funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy symbolem f ′′(x0). Przyp-
isuj¡c ka»demu punktowi x, w którym f ma drug¡ pochodn¡, warto±¢ tej»e, mamy funkcj¦:

x 7→ f ′′(x),

nazywan¡ równie» drug¡ pochodn¡ funkcji f. Oznaczamy j¡ równie» przez d2f
dx2

.

Uwaga 159 Podobnie okre±lamy trzeci¡ i dalsze pochodne.
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Przykªad 160 1.

f(x) = −4x3 + 2x,

f ′(x) = −12x2 + 2,

f ′′(x) = −24x,

f ′′′(x) = −24,

f (4)(x) = 0.

2.

f(x) = cos lnx, x ∈ R +,

f ′(x) = − sin lnx · 1

x
=
− sin lnx

x
,

f ′′(x) =

(
− cos lnx · 1

x

)
· x− (− sin lnx) · 1
x2

=
sin lnx− cos lnx

x2

= −f(x)

x2
− f ′(x)

x
,

f ′′′(x) = −f
′(x) · x2 − f(x) · 2x

x4
− f ′′(x) · x− f ′(x) · 1

x2

=
−xf ′(x) + 2f(x)

x3
+
−x2f ′′(x) + xf ′(x)

x3
=

2f(x)− x2f ′′(x)

x3

=
2f(x)− (−f(x)− xf ′(x))

x3
=

3f(x) + xf ′(x)

x3

=
3 cos ln x− sin lnx

x3

Ró»niczka funkcji

De�nicja 161 Niech funkcja f ma pochodn¡ wªa±ciw¡ w punkcie x0. Ró»niczk¡ funkcji f
w punkcie x0 nazywamy funkcj¦ df zmiennej ∆x = x− x0 okre±lon¡ wzorem

df(∆x) = f ′(x0)∆x.

Je»eli funkcja f ma pochodn¡ w punkcie x0, to

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x,

przy czym bª¡d, jaki popeªnia si¦ zast¦puj¡c przyrost funkcji

∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0)

jej ró»niczk¡ df = f ′(x0)∆x, d¡»y do zera szybciej ni» ∆x, tj.

lim
∆x→0

∆f − df
∆x

= 0.

Przykªad 162 Korzystaj¡c z ró»niczki funkcji oblicz przybli»one warto±ci podanych wyra»e«:

1. 4
√

15, 96,
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2. arctg 1, 05,

3. cos 0.03,

4. e−0,001,

5. ln 1, 004,

6. 1
0,9996

i porównaj otrzymane wyniki z warto±ciami uzyskanymi za pomoc¡ kalkulatora.

Szereg Taylora

Twierdzenie 163 (Taylora) Je»eli funkcja f ma w otoczeniu pewnego punktu x0 = a,
tzn. w pewnym przedziale (a−r, a+r) ci¡gªe pochodne do rz¦du n, to mo»na j¡ przedstawi¢
wzorem Taylora

f(x)

warto±¢

funkcji

= f(a) +
f ′(a)

1!
(x−a) +

f ′′(a)

2!
(x−a)2 + · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x−a)n−1︸ ︷︷ ︸

suma cz¦±ciowa

+
f (n)(c)

n!
(x−a)n

reszta

,

gdzie c = c(x) ∈ (x, a) lub c = c(x) ∈ (a, x).

Je±li istniej¡ pochodne dowolnie du»ych rz¦dów i dla ka»dego x z przedziaªu (a−r, a+r)
reszta d¡»y do zera przy n→∞, to mówimy, »e funkcja daje si¦ w tym przedziale rozwin¡¢
w szereg Taylora i piszemy

f(x)

warto±¢

funkcji

= f(a) +
f ′(a)

1!
(x−a) +

f ′′(a)

2!
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n + . . .︸ ︷︷ ︸

szereg Taylora

dla |x− a| < r. Prawa strona jest sum¡ szeregu niesko«czonego. Piszemy równie»

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n dla |x− a| < r,

przy czym f (0) oznacza funkcj¦ zró»niczkowan¡ 0 razy, czyli po prostu funkcj¦ f .
Je»eli w szeregu Taylora we¹miemy a = 0, otrzymamy szereg Maclaurina

f(x) = f(0) + f ′(0) · x+
f ′′(0)

2
x2 + · · ·+ f (n)(x)

n!
xn + . . . .

Uwaga 164 Warunek zbie»no±ci reszt do zera jest speªniony w szczególno±ci wtedy, gdy
wszystkie pochodne s¡ wspólnie ograniczone w przedziale (a− r, a+ r), tzn.

|f (n)(x)| < M

dla dowolnego n i x ∈ (a− r, a+ r).
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Przykªad 165 Rozwi«my w szereg Maclaurina funkcj¦ sinus:

sin′(x) = cos x, sin(4k+1)(x) = cos x,

sin′′(x) = − sinx, sin(4k+2)(x) = − sinx,

sin′′′(x) = − cosx, sin(4k+3)(x) = − cosx,

sin(4)(x) = sinx, sin(4k)(x) = sin x.

Wszystkie te pochodne s¡ jednostajnie (tzn. przez t¦ sam¡ liczb¦) ograniczone dla x ∈ R .
Ponadto f (2k)(0) = ± sin 0 = 0 oraz f (2k+1)(x) = ± cos 0 = ±1. St¡d

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ x4k+1

(4k + 1)!
− x4k+3

(4k + 3)!
+ . . .

dla x ∈ R .

Przykªad 166 1. Rozwi«my w szereg Taylora funkcj¦ f(x) = 10x5 + 7x4− 12x3 +x2−
3x+ 5 w otoczeniu punktu x = 1. Policzmy pochodne

f ′(x) = 50x4 + 28x3 − 36x2 + 2x− 3, f ′(1) = 41,

f ′′(x) = 200x3 + 84x2 − 72x+ 2, f ′′(1) = 214,

f ′′′(x) = 600x2 + 168x− 72, f ′′′(1) = 696,

f (4)(x) = 1200x+ 168, f (4)(1) = 1368,

f (5)(x) = 1200, f (5)(1) = 1200,

a wszystkie dalsze pochodne s¡ równe zeru. Ponadto

f(1) = 10 + 7− 12 + 1− 3 + 5 = 8

i po podstawieniu do wzoru otrzymujemy

f(x) = 8 +
41

1!
(x− 1) +

214

2!
(x− 1)2 +

696

3!
(x− 1)3 +

1368

4!
(x− 1)4 +

1200

5!
(x− 1)5

= 8 + 41(x− 1) + 107(x− 1)2 + 116(x− 1)3 + 57(x− 1)4 + 10(x− 1)5.

2. Rozwi«my w szereg Taylora funkcj¦ f(x) = 10x5 +7x4−12x3 +x2−3x+5 w otoczeniu
punktu x = 0. Warto±ci pochodnych w zerze wynosz¡

f ′(0) = −3,

f ′′(0) = 2,

f ′′′(0) = −72,

f (4)(0) = 168,

f (5)(0) = 1200,

a ka»da nast¦pna zero, ponadto f(0) = 5. St¡d

f(x) = 5 +
−3

1!
x+

2

2!
x2 +

−72

3!
x3 +

168

4!
x4 +

1200

5!
x5

= 5− 3x+ x2 + 12x3 + 7x4 + 10x5.

Jest to rozwinie¦cie tej samej postaci, co funkcja wyj±ciowa.
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Zastosowania pochodnych

Geometria: styczna

Niech krzywa b¦dzie dana jako wykres funkcji, y = f(x). Aby znale¹¢ równanie stycznej
do tej krzywej w punkcie p = (x0, f(x0)), we¹my pod uwag¦ punkt poªo»ony na krzywej
w bliskiej odlegªo±ci q = (x0 + h, f(x0 + h)). Nachyª siecznej przechodz¡cej przez te dwa
punkty równy jest ilorazowi ró»nicowemu

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Gdy punkt q zbli»a si¦ do punktu p, co odpowiada zmniejszaniu si¦ odst¦pu h, warto±¢
ilorazu ró»nicowego zbli»a si¦ do warto±ci pochodnej f ′(x0), która jest nachyªem stycznej
w punkcie p. Je±li f ′(x0) jest znane, równanie stycznej jest dane jako:

y − f(x0) = f ′(x0) · (x− x0).

Przykªad 167 Aby wyznaczy¢ równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x2 w punkcie
o odci¦tej x0 = 1 wykonujemy nast¦puj¡ce kroki:

1. Znajdujemy drug¡ wspóªrz¦dn¡ punktu styczno±ci: dla x0 = 1 mamy y0 = 12 = 1.
Zatem (x0, y0) = (1, 1).

2. Obliczamy pochodn¡ funkcji: f ′(x) = 2x.

3. Podstawiamy x0 = 1 do pochodnej, aby znale¹¢ wspóªczynnik kierunkowy stycznej:
f ′(x0) = 2 · 1 = 2.

4. Podstawiamy warto±¢ x0, f(x0) oraz f ′(x0) do równania stycznej:

y − 1 = 2(x− 1)

oraz upraszczamy:

y = 2x− 1.

Uwaga 168 Funkcja jest odwzorowaniem, maszyn¡, która zmienia liczby w inne liczby. Jej
wykres jest obiektem geometrycznym. Podobnie styczna jest obiektem geometrycznym. W
powy»szym przykªadzie f(x) = x2 jest wzorem funkcji, y = x2 jest równaniem jej wykresu,
y = 2x − 1 jest równaniem styczenj, a g(x) = 2x − 1 byªoby równaniem funkcji, której
wykres jest styczny z wykresem funkcji f .

49
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Interpretacja �zyczna

Pochodna odlegªo±ci po czasie stanowi chwilow¡ szybko±¢.
Czym jest szybko±¢ chwilowa? Mo»na to interpretowa¢ jako ±redni¡ szybko±¢ w bardzo

krótkim czasie. Zaªó»my, »e f(t) oznacza pozycj¦ w czasie t, któr¡ rozumiemy jako pewn¡
warto±¢ (odelgªo±¢ od punktu 0) na linii (lini¡ mo»e by¢ droga ze Szczecina d Gorzowa).
W pewnym momencie t chcieliby±my pozna¢ chwilow¡ szybko±¢ v(t). Niech zatem ∆t b¦dzie
kr�tkim odcinkiem czasu. Wówczas f(t) jest pozycj¡ w momencie t, a f(t+∆t) jest pozycj¡
w momencie t + ∆t. Przejechali±my dystans f(t + ∆t) − f(t) w czasie ∆t. Zatem nasz¡
±redni¡ szybko±ci¡ w czasie ∆t jest

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
.

Nie chcemy jednak zna¢ ±redniej szybko±ci w bardzo krótkim odcinku czasu, a szybko±¢
chwilow¡, w danymmomencie. Bierzemy szybko±¢ ±redni¡ dla przedziaªów czasu kurcz¡cych
si¦ do zera:

v(t) = lim
∆t→0

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
.

W podobny sposób argumentujemy, »e pochodna szybko±ci, czyli druga pochodna pozy-
cji, jest przyspieszeniem.

Uwaga 169 W �zyce rozró»niamy szybko±¢ i pr¦dko±¢. Ta pierwsza jest wielko±ci¡ skalarn¡,
czyli bez wyró»nionego kierunku. Pr¦dko±¢ natomiast jest wielko±ci¡ wektorow¡ i jest pochdn¡
poªo»enia (wektorowego) po czasie.

Przykªad 170 (ukradziony od Joela Hassa) Ever since you started your calculus class
you've su�ered from blinding headaches. Nothing helps. Acupuncture, drugs, counseling,
you've tried them all, but the headaches get worse and worse. The pain is unbearable, and
you decide to end it all. Your drive to the middle of the Golden Gate Bridge and climb
over the safety rail, 400 feet above the water. With that pain, life is not worth living, so you
�ing your calculus text (which you carry everywhere) over the edge, and jump out after it.
Your height in feet over the water after t seconds is given by the function h(t) = 400−16t2.

a. How long till you hit the water?
Solution to a): We don't need to do any fancy di�erentiation for this part. We just need

to solve for when the height is zero. Setting h(t) = 0 gives:

0 = 400− 16t2

t2 = 400/16 = 25

t = 5

So you hit the water after 5 seconds.
Right after you let go of the textbook your headache disappears. You realize that it is

that hated text that has been the cause of all your pain. Suddenly life is a realm of wonder,
calling for your presence.

b. You had lots of diving lessons when you were a kid. If you are traveling with a velocity
of less than 200 feet per second, you can survive the plunge. Will you survive?

Solution to b): We need to calculate your velocity when you hit the water. Di�erentiating
h(t) to get the velocity gives

v(t) = h′(t) = −32t.
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So the velocity when you hit the water, when t = 5, is given by v(5) = −160.
You hit the water at a speed of 160 feet per second, so you'll make it. The minus sign

in the velocity indicates that the height is decreasing. Now, if you can just swim 2 miles in
freezing water against a �erce current, you may still be able to make your 3 PM calculus
class.

Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Monotoniczno±¢ funkcji

Twierdzenie 171 (Rolle) Je±li funkcja rzeczywista f jest ci¡gªa na przedziale domknie¦-
tym [a, b], ró»niczkowalna na przedziale otwartym (a, b) oraz f(a) = f(b), wówczas istnieje
liczba rzeczywista c w przedziale otwartym (a, b), taka »e

f ′(c) = 0.

Twierdzenie 172 (Larange, twierdzenie o warto±ci ±redniej) Je±li funkcja rzeczy-
wista f jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a, b] i ró»niczkowalna na przedziale ot-
wartym (a, b), wówczas istnieje c ∈ (a, b), takie »e

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Jest to uogólnienie poprzedniego twierdzenia (podstaw f(a) = f(b)).
Wnioski:

1. Je±li pochodna funkcji f jest równa 0 w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b), to funkcja
ta jest staªa w tym przedziale.

2. Je±li pochodna funkcji f jest dodatnia w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b), to funkcja
ta jest monotonicznie rosn¡ca w tym przedziale.

3. Je±li pochodna funkcji f jest ujemna w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b), to funkcja
ta jest monotonicznie malej¡ca w tym przedziale.

Przykªad 173 Zbadajmy monotoniczno±¢ funkcji f(x) = 4 + 3x2−x3. Jest to wielomian,
zatem ró»niczkowalny.

f ′(x) = 6x− 3x2,

f ′(x) > 0 ⇐⇒ 6x− 3x2 > 0 ⇐⇒ 3x(2− x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 2),

f ′(x) < 0 ⇐⇒ 6x− 3x2 < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞).

St¡d wynika, »e funkcja jest rosn¡ca w przedziale (0, 2) i malej¡ca w przedziaªach (−∞, 0)
oraz ∪(2,∞).

Ekstrema lokalne funkcji

De�nicja 174 1. Funkcja rzeczywista f okre±lona na liczbach rzeczywistych ma mak-
simum lokalne w punkcie x0, je±li istnieje ε > 0 takie, »e f(x0) ≥ f(x) dla x ∈
(x0 − ε, x0 + ε). Warto±¢ funkcji w tym punkcie nazywamy maksimum funkcji.
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2. Funkcja rzeczywista f okre±lona na liczbach rzeczywistych ma ±cisªe maksimum lokalne
w punkcie x0, je±li istnieje ε > 0 takie, »e f(x0) > f(x) dla x ∈ (x0−ε, x0+ε). Warto±¢
funkcji w tym punkcie nazywamy ±cisªym maksimum funkcji.

3. Funkcja rzeczywista f okre±lona na liczbach rzeczywistych maminimum lokalne w punkcie x0,
je±li istnieje ε > 0 takie, »e f(x0) ≤ f(x) dla x ∈ (x0 − ε, x0 + ε). Warto±¢ funkcji
w tym punkcie nazywamy minimum funkcji.

4. Funkcja rzeczywista f okre±lona na liczbach rzeczywistych ma ±cisªe minimum lokalne
w punkcie x0, je±li istnieje ε > 0 takie, »e f(x0) < f(x) dla x ∈ (x0−ε, x0+ε). Warto±¢
funkcji w tym punkcie nazywamy ±cisªym minimum funkcji.

5. (�cisªe) ekstremum lokalne to (±cisªe) minimum lub (±cisªe) maksimum.

Uwaga 175 Okre±lenie ekstremum lokalnego dotyczy bardzo maªego s¡siedztwa punktu x0,
ekstrema lokalne mog¡ by¢ poªo»one bardzo blisko siebie.

Przykªad 176 Funkcja f(x) = |x| ma minimum lokalne w x = 0.

Twierdzenie 177 (Fermat) Je±li funkcja ró»niczkowalna ma ekstermum lokalne w x0,
to f ′(x0) = 0.

Przykªad 178 1. Warto±¢ bezwzgl¦dna nie jest ró»niczkowalna w x0 = 0.

2. Funkcja f(x) = x2 ma minimum lokalne w x0 = 0. Jej pochodna f ′(x) = 2x znika
w tym punkcie.

3. Funkcja f(x) = x3 ma pochodn¡ zeruj¡c¡ si¦ w x0 = 0 (f ′(x) = 3x2), ale nie ma
ekstremum.

Twierdzenie 179 Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w przedziale (a, b), tak¡ »e f ′(x0) =
0 dla pewnego x0. Warunkiem wystarczaj¡cym istnienia ekstremum w x0 jest zmiana znaku
pochodnej. Je±li pochodna zmienia znak z − na +, to funkcja ma minimum lokalne. Je±li
pochodna zmienia znak z + na −, to funkcja ma maksimum lokalne.

Uwaga 180 Warunkiem istnienia ekstremum jest zmiana znaku pochodnej w s¡siedzwtie
punktu. Dla x0 pochodna mo»e nie istnie¢. Przykªadem jest ekstremum warto±ci bezwzgl¦d-
niej w zerze. Nie przeciwstawia si¦ to powy»szemu twierdzeniu, w którym zakªada si¦
ró»niczkowalno±¢.

Przykªad 181 Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji f(x) = 2x3 + 3x2 − 36x+ 15.

f ′(x) = 6x2 + 6x− 36 = 6(x2 + x− 6)

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 + x− 6 = 0 ⇐⇒ x = −3 lub x = 2.

f ′(x) > 0 dla x < −3, f ′(x) < 0 dla −3 < x < 2, f ′(x) > 0 dla x > 2. St¡d f ma
maksimum w x = −3 i minimum w x = 2.

Przykªad 182 Pochodna warto±ci bezwzgl¦dnej wynosi −1 dla x < 0 i 1 dla x > 0.
W punkcie x = 0 zmienia znak z − na + (mimo »e pochodna w tym punkcie nie istnieje),
a funkcja ma minimum.
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Je±li funkcja f jest dwukrotnie ró»niczkowalna (tzn. jej pochodna ma pochodn¡), i jej
pochodna f ′ zmienia znak z − na + w punkcie x0, to ta pochodna jest funkcj¡ rosn¡c¡,
a zatem f ′′ jest dodatnie. Podobnie w przeciwnym przypadku, je±li pochodna f ′ zmienia
znak z + na − w punkcie x0, to ta pochodna jest funkcj¡ malej¡c¡ i st¡d f ′′ jest ujemne.

Twierdzenie 183 Niech f b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡ w przedziale (a, b) i
niech f ′(x0) = 0 dla pewnego x0 ∈ (a, b). Wystarczaj¡cym warunkiem istnienia ekstremum
w x0 jest, aby druga pochodna f ′′ byªa ró»na od zera w x0. Je±li f

′′(x0) > 0, to funkcja ma
minimum lokalne. Je±li f ′′(x0) < 0, to funkcja ma maksimum lokalne.

Przykªad 184 We¹my pod uwag¦ funkcj¦ f(x) = 2x3 + 3x2 − 36x+ 15.

f ′(x) = 6(x2 + x− 6) = 0 ⇐⇒ x = −3 lub x = 2,

f ′′(x) = 6(2x+ 1),

f ′′(−3) < 0, f ′′(2) > 0.

St¡d f ma minimum w x = −3 i maksimum w x = 2.

De�nicja 185 Funkcja ma warto±¢ najwi¦ksz¡ lub maksimum globalne w x0, je±li f(x0) ≥
f(x) dla wszystkich x. Funkcja ma warto±¢ najmniejsz¡ lub minimum globalne w x0, je±li
f(x0) ≤ f(x) dla wszystkich x.

Uwaga 186 Zazwyczaj szukamy ekstremów globalnych w przedziaªach domkni¦tych. Powo-
dem jest, »e funkcja ci¡gªa na przedziale domkni¦tym zawsze ma warto±¢ najmniejsz¡ i
najwi¦ksz¡. Mo»e by¢ to warto±¢ funkcji na ko«cu przedziaªu lub w ekstremum lokalnym.

Przykªad 187 Aby znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±ci funkcji f(x) = x3 − 3x2 −
9x+ 7 w przedziale [−2, 1], najpierw obliczamy pochodn¡ i jej miejsca zerowe.

f ′(x) = 3x2 − 6x− 9 = 3(x2 − 2x− 3)

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = −1 lub x = 3.

Punkt x = 3 nas nie interesuje, poniewa» nie le»y w przedziale. W punkcie x = −1 pochodna
zmienia znak z + na −, zatem funkcja ma lokalne maksimum równe f(−1) = 12. Warto±ci
na ko«cach przedziaªu wynosz¡:

f(−2) = 5,

f(1) = −4.

Najmniejsza i najwi¦ksza warto±ci funkcji f w przedziale [−2, 1] to najwi¦ksza i najmniejsza
z liczb 12, 5, −4. Funkcja ma maksimum globalne równe 12 w punkcie x = −1 i minimum
globalne równe −4 w punkcie x = 1.

Uwaga 188 Skoro i tak trzeba obliczy¢ warto±¢ funkcji w ekstremum, nie musimy rozwa»a¢,
czy jest to minimum lokalne, czy maksimum lokalne. Nie musimy nawet sprawdza¢, czy fak-
tycznie jest to ekstremum (wystarczy punkt �podejrzany�): warto±¢ funkcji w takim punkcie
porównujemy pó¹niej z warto±ciami na ko«cach przedziaªu.

Uwaga 189 Je±li szukamy wyª¡cznie globalnych minimów albo wyª¡cznie globalnych mak-
simów, mo»e by¢ lepiej sprawdzi¢, czy znalezoine ekstremum lokalne jest minimum czy
maksimum.
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Wypukªo±¢ funkcji, punkty przegi¦cia

Twierdzenie 190 1. Warunkiem wystarczaj¡cym wypukªo±ci w dóª krzywej y = f(x)
w przedziale (a, b) jest, aby druga pochodna funkcji f byªa w tym przedziale nieujemna:

f ′′(x) ≥ 0 dla x ∈ (a, b).

2. Warunkiem wystarczaj¡cym wypukªo±ci w gór¦ krzywej y = f(x) w przedziale (a, b)
jest, aby druga pochodna funkcji f byªa w tym przedziale niedodatnia

f ′′(x) ≤ 0 dla x ∈ (a, b).

Przykªad 191 1. Druga pochodna funkcji kwadratowej x 7→ ax2 + bx + c jest równa
podwojonemu wspóªczynnikowi a. Je±li jest on ujemny, funkcja jest wypukªa w dóª
je±li jest dodatni, funkcja jest wypukªa w gór¦.

2. Druga pochodna funkcji f(x) = x3 dana jest wzorem f ′′(x) = 6x. Jest ona ujemna
dla x < 0 i dodatnia dla x > 0. Zatem funkcja f jest wypukªa w gór¦ dla x < 0 i
wypukªa w dóª dla x > 0.

De�nicja 192 Punkt x0 nazywamy punktem przegi¦cia wykresu funkcji f , je»eli przy prze-
j±ciu x przez x0 odpowiedni punkt wykresu przechodzi z jednej strony stycznej (wystawionej
w punkcie (x0, f(x0))) na drug¡ stron¦.

Uwaga 193 W punkcie przegi¦cia funkcja zmienia si¦ z wypukªej w dóª na wypukª¡ w gór¦
b¡d¹ z wypukªej w gór¦ na wypukª¡ w dóª.

Twierdzenie 194 (Warunek konieczny punktu przegi¦cia) Je±li x0 jest punktem
przegi¦cia dwukrotnie ró»niczkowalnej funkcji f , to druga pochodna zeruje si¦ w tym pukcie

f ′′(x0) = 0.

Uwaga 195 Samo zerowanie si¦ drugiej pochodnej nie wystarcza do tego, aby funkcja mi-
aªa punkt przegi¦cia.

Przykªad 196 1. Druga pochodna funkcji x 7→ x3 zeruje si¦ w x0 = 0. Jest to punkt
przegi¦cia funkcji.

2. Druga pochodna funkcji f(x) = x4 to f ′′(x) = 12x2, zeruje si¦ ona w x0 = 0, jednak
funkcja nie ma tu punktu przegi¦cia.

Twierdzenie 197 (Warunek dostateczny punktu przegi¦cia) Je»eli w punkcie x0

druga pochodna funkcji zmienia znak, to punkt ten jest punktem przegi¦cia.

Uwaga 198 Je±li w punkcie przegi¦cia istnieje druga pochodna, to jest ona równa zero
(porównaj z sytuacj¡, gdy w ekstremum pierwsza pochodna zmienia znak).

Uwaga 199 Je±li druga pochodna zmienia znak, to znaczy, »e funkcja zmienia si¦ z wy-
pukªej w dóª na wypukª¡ w gór¦ lub z wypukªej w gór¦ na wypukª¡ w dóª.
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Twierdzenie 200 (Warunek dostateczny punktu przegi¦cia) Je»eli w punkcie x0

druga pochodna funkcji si¦ zeruje, a trzecia jest niezerowa, to punkt ten jest punktem
przegi¦cia.

Uwaga 201 Je±li trzecia pochodna funkcji jest dodatnia lub ujemna, to znaczy, »e druga
pochodna jest rosn¡ca lub malej¡ca, zatem przechodz¡c przez zero zmienia znak.

Przykªad 202 1. Druga pochodna funkcji x 7→ x3 zmienia w x0 = 0 znak z − na +.

2. Druga pochodna funkcji f(x) = x4 to jest po obu stronach x0 = 0 dodatnia.

Przykªad 203 Znajdziemy punkt przegi¦cia funkcji f(x) = 1
6
x3 − x2 + 4. W tym celu

obliczamy pierwsz¡ i drug¡ pochodne:

f ′(x) =
1

2
x2 − 2x,

f ′′(x) = x− 2.

Druga pochodna zmienia znak przy przej±ciu przez x = 2, zatem jest to punkt przegi¦cia
wykresu funkcji f .

Podsumowanie: Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji polega na przeprowadzeniu nast¦puj¡cych kroków:

1. Analiza funkcji

(a) wyznaczenie dziedziny naturalnej funkcji

(b) obliczenie granic funkcji na kra«cach przedziaªów okre±lono±ci

(c) wyznaczenie punktów przeci¦cia wykresu funkcji z osiami ukªadu wspóªrz¦dnych

(d) badanie istnienia asymptot

(e) badanie parzysto±ci, okresowo±ci

2. Analiza pierwszej pochodnej

(a) wyznaczenie pierwszej pochodnej oraz jej dziedziny

(b) badanie znaku pochodnej w celu wyznaczenia przedziaªów monotniczno±ci funkcji

(c) wyznaczenie ekstremów funkcji (je±li istniej¡)

3. Analiza drugiej pochodnej

(a) wyznaczenie drugiej pochodnej oraz jej dziedziny

(b) badanie znaku pochodnej w celu wyznaczenia przedziaªów wypukªo±ci (w gór¦
i w dóª) funkcji

(c) wyznaczenie punktów przegi¦cia (je±li istniej¡)

4. Sporz¡dzenie tabelki zmienno±ci funkcji

5. Sporz¡dzenie wykresu funkcji
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Krotno±¢ pierwiastków wielomianu

Twierdzenie 204 Liczba a jest n�krotnym pierwiastkiem wielominu p wtedy i tylko wtedy,
gdy

p(a) = 0,

p′(a) = 0,

. . .

p(n−1)(a) = 0,

p(n)(a) 6= 0.

Dowód. (tylko =⇒ )
Niech a b¦dzie n�krotnym pierwiastkiem wielomianu p, czyli

p(x) = (x− a)n · q(x),

gdzie q jest wielomianem, takim »e q(a) 6= 0. Mamy

p(a) = 0,

p′(x) = n · (x− a)n−1 · q(x) + (x− a)n · q′(x),

p′(a)

{
6= 0, je±li n = 1,

= 0 je±li n > 1
,

. . .

p(n−1)(x) =
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
[(x− a)n](k) · q(n−1−k)(x).

k�ta pochodna wyra»enia (x− a)n jest zawsze postaci c(x− a)n−k, gdzie c to pewna staªa.
Skoro k < n (bo k = 0, 1, . . . , n−1), wyst¦puje czynnik (x−a), który si¦ zeruje dla x = a.
St¡d p(n−1)(a) = 0.

pn(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
[(x− a)n](k) · q(n−k)(x).

W sumie tej wyst¦puj¡ pochodne rz¦dów 0, 1, . . . , n−1 wyra»enia (x−a)n, które si¦ zeruj¡
dla x = a oraz skªadnik [(x−a)n](n) · q(x); jest on równy n! · q(x) i dla x = a ró»ny od zera.

Przykªad 205 Wielomian p(x) = x3 + x2− x− 1 = (x+ 1)(x2− 1) = (x+ 1)2(x− 1) ma
w x = −1 pierwiastek podwójny.

p(−1) = {[1(−1) + 1](−1)− 1}(−1)− 1 = [0 · (−1)− 1](−1)− 1 = 1− 1 = 0,

p′(x) = 3x2 + 2x− 1,

p′(−1) = [3(−1) + 2](−1)− 1 = (−1)(−1)− 1 = 1− 1 = 0,

p′′(x) = 6x+ 2,

p′′(−1) = −4 6= 0.
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Szereg Taylora

Je»eli funkcja f ma w otoczeniu pewnego punktu x0 = a, tzn. w pewnym przedziale
(a− r, a+ r) pochodne dowolnie du»ych rz¦dów, to mo»na j¡ przedstawi¢ wzorem Taylora
przy n dowolnie du»ym

f(x)

warto±¢

funkcji

= f(a) +
f ′(a)

1!
(x−a) +

f ′′(a)

2!
(x−a)2 + · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x−a)n−1︸ ︷︷ ︸

suma cz¦±ciowa

+
f (n)(c)

n!
(x−a)n

reszta

,

gdzie c = c(x) ∈ (x, a) lub c = c(x) ∈ (a, x). Je±li dla ka»dego x z przedziaªu (a− r, a+ r)
reszta d¡»y do zera przy n→∞, to mówimy, »e funkcja daje si¦ w tym przedziale rozwin¡¢
w szereg Taylora i piszemy

f(x)

warto±¢

funkcji

= f(a) +
f ′(a)

1!
(x−a) +

f ′′(a)

2!
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n + . . .︸ ︷︷ ︸

szereg Taylora

dla |x− a| < r. Prawa strona jest sum¡ szeregu niesko«czonego. Piszemy równie»

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n dla |x− a| < r,

przy czym f (0) oznacza funkcj¦ zró»niczkowan¡ 0 razy, czyli po prostu funkcj¦ f .
Je»eli w szeregu Taylora we¹miemy a = 0, otrzymamy szereg Maclaurina

f(x) = f(0) + f ′(0) · x+
f ′′(0)

2
x2 + · · ·+ f (n)(x)

n!
xn + . . . .

Uwaga 206 Warunek zbie»no±ci reszt do zera jest speªniony w szczególno±ci wtedy, gdy
wszystkie pochodne s¡ wspólnie ograniczone w przedziale (a− r, a+ r), tzn.

|f (n)(x)| < M

dla dowolnego n i x ∈ (a− r, a+ r).

Przykªad 207 Rozwi«my w szereg Maclaurina funkcj¦ sinus:

sin′(x) = cos x,

sin′′(x) = − sinx,

sin′′′(x) = − cosx,

sin(4)(x) = sinx,

sin(4k+1)(x) = cos x, sin(4k+2)(x) = − sinx, sin(4k+3)(x) = − cosx, sin(4k)(x) = sin x.

Wszystkie te pochodne s¡ jednostajnie (tzn. przez t¦ sam¡ liczb¦) ograniczone dla x ∈ R .
Ponadto f (2k)(0) = ± sin 0 = 0 oraz f (2k+1)(x) = ± cos 0 = ±1. St¡d

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ x4k+1

(4k + 1)!
− x4k+3

(4k + 3)!
+ . . .

dla x ∈ R .
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Przykªad 208 1. Rozwi«my w szereg Taylora funkcj¦ f(x) = 10x5 + 7x4− 12x3 +x2−
3x+ 5 w otoczeniu punktu x = 1. Policzmy pochodne

f ′(x) = 50x4 + 28x3 − 36x2 + 2x− 3, f ′(1) = 41,

f ′′(x) = 200x3 + 84x2 − 72x+ 2, f ′′(1) = 214,

f ′′′(x) = 600x2 + 168x− 72, f ′′′(1) = 696,

f (4)(x) = 1200x+ 168, f (4)(1) = 1368,

f (5)(x) = 1200, f (5)(1) = 1200,

a wszystkie dalsze pochodne s¡ równe zeru. Ponadto

f(1) = 10 + 7− 12 + 1− 3 + 5 = 8

i po podstawieniu do wzoru otrzymujemy

f(x) = 8 +
41

1!
(x− 1) +

214

2!
(x− 1)2 +

696

3!
(x− 1)3 +

1368

4!
(x− 1)4 +

1200

5!
(x− 1)5

= 8 + 41(x− 1) + 107(x− 1)2 + 116(x− 1)3 + 57(x− 1)4 + 10(x− 1)5.

2. Rozwi«my w szereg Taylora funkcj¦ f(x) = 10x5 +7x4−12x3 +x2−3x+5 w otoczeniu
punktu x = 0. Warto±ci pochodnych w zerze wynosz¡

f ′(0) = −3,

f ′′(0) = 2,

f ′′′(0) = −72,

f (4)(0) = 168,

f (5)(0) = 1200,

a ka»da nast¦pna zero, ponadto f(0) = 5. St¡d

f(x) = 5 +
−3

1!
x+

2

2!
x2 +

−72

3!
x3 +

168

4!
x4 +

1200

5!
x5

= 5− 3x+ x2 + 12x3 + 7x4 + 10x5.

Jest to rozwinie¦cie tej samej postaci, co funkcja wyj±ciowa.

Reguªa de l'Hospitala

Twierdzenie 209 Je»eli funkcje f i g speªniaj¡ warunki

1.
lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0 lub lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) =∞,

2. istnieje granica limx→x0
f ′(x)
g′(x)

,

to

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Podobnie dla granic lewo� i prawostronnych oraz w plus minus niesko«czono±ci.
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Sªu»y to obliczaniu warto±ci granic przy wyra»eniach nieoznaczonych typu
[

0
0

]
oraz[∞

∞

]
.

Przykªad 210 1. Oblicz limx→0
xax

ax−1
, gdzie a > 0, a 6= 1.

Rozwi¡zanie Mamy limx→0 xa
x = 0 oraz limx→0 a

x − 1 = 0, zatem mo»na zas-
tosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala.

lim
x→0

xax

ax − 1
H
= lim

x→0

ax + xax ln a

ax ln a
=

1 + 0

ln a
=

1

ln a
.

2. Oblicz limx→0
e3x−3x−1

sin2 5x
. Rozwi¡zanie Mamy limx→0 e

3x−3x−1 = 0 oraz limx→0 sin2 5x =
0, zatem mo»na zastosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala.

lim
x→0

e3x − 3x− 1

sin2 5x

H
= lim

x→0

3e3x − 3

2 sin 5x · cos 5x · 5
= lim

x→0

3e3x − 3

5 sin 10x
.

Jest to znów wyra»enie postaci
[

0
0

]
. Zatem

. . .
H
= lim

x→0

9e3x

50 cos 10x
=

9

50
.

3. Oblicz limx→0+
lnx
ctg x

. Rozwi¡zanie Jest to wyra»enie postaci
[∞
∞

]
.

lim
x→0+

lnx

ctg x
H
= lim

x→0+

1
x
−1

sin2 x

= − lim
x→0+

sin2 x

x
= − lim

x→0+
sinx · lim

x→0+

sinx

x
= 0 · 1 = 0

Uwaga 211 Przy stosowaniu reguªy de l'Hospitala trzeba sprawdzi¢, czy mamy do czynienia
z wyra»eniem postaci

[
0
0

]
lub
[∞
∞

]
!

Uwaga 212 Wyra»enia postaci [0 · ∞] przeksztaªcamy za pomoc¡

f(x)g(x) =
g(x)

1
f(x)

w wyra»enia typu
[

0
0

]
lub
[∞
∞

]
, natomiast wyra»enia typu [∞−∞] przeksztaªcamy stosuj¡c

wzór

f(x)− g(x) =
1
1

f(x)

− 1
1

g(x)

=

1
g(x)
− 1

f(x)

1
f(x)
· 1
g(x)

.

Wyra»enia postaci [00], [∞0] oraz [1∞] przeksztaªcamy za pomoc¡

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x)

w wyra»enia typu [0 · ∞].

Przykªad 213 1.

lim
x→π

2

(x− π

2
) tg x = [0 · ∞] = lim

x→π
2

x− π
2

ctg x
=

[
0

0

]
H
= lim

x→π
2

1
−1

sin2 x

= lim
x→π

2

(− sin2 x) = −1
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2.

lim
x→1

(
1

x− 1
− 1

lnx

)
= [∞−∞] = lim

x→1

lnx− x+ 1

(x− 1) lnx
=

[
0

0

]
H
= lim

x→1

1
x
− 1

lnx+ (x− 1) · 1
x

= lim
x→1

1
x
− 1

lnx+ 1− 1
x

=

[
0

0

]
H
= lim

x→1

− 1
x2

1
x

+ 1
x2

= −1

2

3.

lim
x→0

ax − 1

x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

ax · ln a
1

= ln a

(granica ta byªa podana jako przykªad granic specjalnych)



Rachunek caªkowy funkcji jednej

zmiennej

De�nicja 214 Funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f w przedziale (a, b) nazywamy ka 
d¡ tak¡ funkcj¦ F ,
której pochodna F ′(x) równa si¦ warto±ci funkcji f(x) w ka»dym punkcie x z przedziaªu
(a, b).

Przykªad 215 Funkcj¡ pierwotn¡ funkcji sinus jest minus cosinus, poniewa»

(− cosx)′ = −(− sinx) = sinx

dla ka»dego x ∈ R . Funkcj¡ pierwotn¡ sinusa jest równie» f(x) = − cosx+ 5, poniewa»

(− cosx+ 5)′ = sinx ∀x.

Twierdzenie 216 Niech F b¦dzie funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f na przedziale I. Wówczas

1. G(x) = F (x) + C, gdzie C ∈ R , jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f na I,

2. ka»da funkcja pierwotna funkcji f na I daje si¦ zapisa¢ jako H(x) = F (x) +C, gdzie
C ∈ R .

Twierdzenie 217 Je»eli funkcja jest ci¡gªa w przedziale, to ma w tym przedziale funkcj¦
pierwotn¡.

De�nicja 218 Caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji f nazywamy zbiór funkcji {F (·)+C : C ∈ R },
gdzie F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f . U»ywamy symbolu

∫
f lub

∫
f(x)dx.

Zachodzi zatem ∫
f(x)dx = F (x) + C, gdzie F ′(x) = f(x).

Podstawowe wzory rachunku caªkowego:

1.
∫
xa dx = xa+1

a+1
+ C, dla a 6= −1, x ∈ R + (bo

(
xa+1

a+1
+ C

)′
= (a+1)·xa

a+1
= xa)

Je±li a jest liczb¡ naturaln¡, zastrze»enie x ∈ R ; je±li jest liczb¡ caªkowit¡ ujemn¡,
wystarczy zaªo»y¢ x 6= 0.

Przykªad 219 Kilka przypadków szczególnych:

(a)
∫
dx = x+ C
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(b)
∫

dx√
x

= 2
√
x+ C, x ∈ R +

(c)
∫

dx
x2

= − 1
x

+ C, x 6= 0

2.
∫

dx
x

= ln |x|+ C, x 6= 0 (bo (lnx)′ = 1
x
, (ln(−x))′ = 1

−x · (−1) = 1
x
)

3.
∫
exdx = ex + C

4.
∫
axdx = ax

ln a
+ C, a ∈ R \ {1}

5.
∫

sinx dx = − cosx+ C

6.
∫

cosx dx = sinx+ C

7.
∫

dx
cos2 x

= tg x+ C, cosx 6= 0

8.
∫

dx
sin2 x

= − ctg x+ C, sinx 6= 0

9.
∫

dx√
1−x2 = arcsinx+ C1 = − arccosx+ C2, −1 < x < 1

10.
∫

dx
x2+1

= arctg x+ C1 = − arcctg x+ C2

Twierdzenie 220 Niech funkcja f ma funkcj¦ pierwotn¡ w przedziale I. Wówczas[∫
f(x)dx

]′
= f(x)

dla ka»dego x ∈ I.

Przykªad 221 ∫
sinx dx = − cosx+ C, C ∈ R ,

(− cosx+ C)′ = sinx.

Uwaga 222 Formalnie caªka nieoznaczona jest zbiorem. W obliczeniach traktuje si¦ j¡
jako funkcj¦ o nieustalonym parametrze C.

Twierdzenie 223 Niech funkcja f b¦dzie ró»niczkowalna w przedziale I. Wówczas∫
f ′(x) dx = f(x) + C, C ∈ R ,

dla ka»dego x ∈ I.

Przykªad 224

(sinx)′ = cosx,∫
cosx dx = sinx+ C, C ∈ R .

Twierdzenie 225 Caªkowanie jest operacj¡ liniow¡, tzn.
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1. jest addytywne (caªka sumy jest równa sumie caªek):∫
[f(x) + g(x)]dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

2. oraz jednorodne (staªy czynnik mo»na wynie±¢ przed znak caªki):∫
[a · f(x)]dx = a ·

∫
f(x) dx.

Przykªad 226 Caªki z wielomianów:∫ n∑
k=0

(
akx

k
)
dx =

n∑
k=0

∫
akx

kdx =
n∑
k=0

ak

∫
xkdx =

n∑
k=0

akx
k+1

k + 1
+ C

1.
∫

(2x2 − 3x+ 1)dx = 2
3
x3 − 3

2
x2 + x+ C,

2.
∫

(7x6 − 6x5 + 5x4 − 4x3 + 3x2 − 2x+ 1)dx = x7 − x6 + x5 − x4 + x3 − x2 + x+ C,

3.
∫

(3x3 + x2 − x− 1)dx = 3x4

4
+ x3

3
− x2

2
− x+ C.

Przykªad 227∫
x(
√
x− x2 3

√
x)

4
√
x

dx =

∫
x(x1/2 − x2 · x1/3)

x1/4
dx =

∫
x · x1/2 − x · x2 · x1/3

x1/4
dx

=

∫
x1+1/2 − x1+2+1/3

x1/4
dx =

∫ (
x3/2−1/4 − x10/3−1/4

)
dx

=

∫ (
x5/4 − x37/12

)
dx =

∫
x5/4 dx−

∫
x37/12 dx

=
x9/4

9/4
− x49/12

49/12
+ C =

4

9
x2 4
√
x− 12

49
x4 12
√
x+ C

Twierdzenie 228 (Caªkowanie przez cz¦±ci) Je»eli funkcje u i v maj¡ ci¡gªe pochodne,
to ∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x) dx.

Dowód. Ze wzorów rachunku ró»niczkowego wynika, »e

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Caªkuj¡c obustronnie i przestawiaj¡c wyrazy otrzymamy wzór na caªkowanie przez cz¦±ci.

Przykªad 229 1.∫
x2 lnx dx =

[
u = lnx
v′ = x2

∣∣∣∣ u′ = 1/x
v = x3/3

]
=
x3

3
lnx−

∫
x3

3x
dx

=
x3

3
lnx−

∫
x2

3
dx =

x3

3
lnx− x3

9
+ C
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Uwaga 230 Dopóki w przeksztaªcanym wyra»eniu wyst¦puje caªka nieoznaczona, nie
ma potrzeby pisania staªej C, jest ona bowiem zawarta w caªce. Po obliczeniu ostatniej
caªki nie mo»na zapomnie¢ o staªej.

2. ∫
x2 cosx dx =

[
u = x2

v′ = cosx

∣∣∣∣ u′ = 2x
v = sinx

]
= x2 sinx− 2

∫
x sinx dx

=

[
u = x

v′ = sinx

∣∣∣∣ u′ = 1
v = − cosx

]
= x2 sinx− 2

[
−x cosx−

∫
(− cosx)dx

]
= x2 sinx+ 2x cosx− 2

∫
cosx dx = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C

3. ∫
ex cosx dx =

[
u = ex

v′ = cosx

∣∣∣∣ u′ = ex

v = sinx

]
= ex sinx−

∫
ex sinx dx

=

[
u = ex

v′ = sinx

∣∣∣∣ u′ = ex

v = − cosx

]
= ex sinx−

[
−ex cosx+

∫
ex cosx dx

]
= ex(sinx+ cosx)−

∫
ex cosx dx

Caªka z ex cosx wyst¦puje po obu stronach, mo»na zatem obliczy¢ jej warto±¢ rozwi¡zu-
j¡c równanie ∫

ex cosx dx = ex(sinx+ cosx)−
∫
ex cosx dx.

Pami¦ta¢ trzeba, »e caªka jest okre±lona z dokªadno±ci¡ do staªej, czyli po lewej i po
prawej stronie równania mo» emie¢ ró»ne wielko±ci. Zapiszemy to jako∫

ex cosx dx = ex(sinx+ cosx)−
∫
ex cosx dx+ C.

Po uproszczeniu otrzymujemy∫
ex cosx dx =

ex(sinx+ cosx)

2
+ C.

Zwró¢my uwag¦, »e C oznacza teraz inna staª¡ ni» w równaniu powy»ej.

Uwaga 231 Przy caªkowaniu przez cz¦±ci jako funkcj¦ v′, czyli t¦, która podlega¢ b¦dzie
caªkowaiu, wybieramy funkcj¦, która ma caªk¦ wyra»aln¡ w prosty sposób, np. sinus, cosinus
lub funkcj¦ wykªadnicz¡, czasem te» funkcj¦ pot¦gow¡ (patrz pierwszy przykªad). W przy-
padku jednomianów staramy si¦ zazwyczaj obni»y¢ ich stopie«, patrz przykªad drugi.

Twierdzenie 232 (Caªkowanie przez podstawianie) Je»eli

1. funkcja f : I → R jest ci¡gªa na przedziale I,

2. funkcja u : J → I ma ci¡gª¡ pochodn¡ na przedziale J ,
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to ∫
f (u(x))u′(x) dx =

∫
f(t)dt = F (u(x)) + C,

gdzie F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f .

Przykªad 233 1.∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx =

[
u = cosx
u′ = − sinx

]
= −

∫
du

u
= − ln |u|+ C

= − ln | cosx|+ C, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

2. ∫
2x√
x2 − 1

dx =

[
u = x2 − 1
du = 2x dx

]
=

∫
du√
u

= 2
√
u+ C = 2

√
x2 − 1 + C,

x2 − 1 > 0

Uwaga 234 Zwró¢my uwag¦ na ró»nice w zapisie przy wprowadzeniu zmiennej pomoc-
niczej u. W drugim przykªadzie stosujemy ró»niczk¦ nowej funkcji du = u′dx.

Przykªad 235 1.

∫
dx√

2x− 3
=

 t =
√

2x− 3
t2 = 2x− 3
2t dt = 2dx

 =

∫
t dt

t
=

∫
dt = t+ C =

√
2x− 3 + C,

x > 3
2
, lub przy innym podstawieniu:∫

dx√
2x− 3

=

[
t = 2x− 3
dt = 2dx

]
=

1

2

∫
t−

1
2dt =

1

2
· t

1
2

1
2

+ C =
√

2x− 3 + C,

x > 3
2

2. ∫
x2
√

2x3 − 3 dx =

 t =
√

2x3 − 3
t2 = 2x3 − 3

2t dt = 6x2 dx

 =

∫
t · t

3
dt =

1

3

∫
t2 dt

=
1

3
· t

3

3
+ C =

1

9

(√
2x3 − 3

)3

+ C, x ≥ 3

√
3

2

lub przy innym podstawieniu:∫
x2
√

2x3 − 3 dx =

[
t = 2x3 − 3
dt = 6x2 dx

]
=

1

6

∫
t
1
2 dt =

1

6
· t

3
2

3
2

+ C

=
1

9

(√
t
)3

+ C =
1

9

(√
2x3 − 3

)3

+ C, x ≥ 3

√
3

2
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Caªki oznaczone

De�nicja 236 Podziaªem odcinka [a, b] na n cz¦±ci, n ∈ N , nazywamy zbiór

P = {x0, x1, . . . , xn},

gdzie a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

De�nicja 237 Niech funkcja f b¦dzie ograniczona na przedziale [a, b] oraz niech P b¦dzie
podziaªem tego przedziaªu. Sum¡ caªkow¡ funkcji f odpowiadaj¡c¡ podziaªowi P oraz punk-
tom po±rednim ξk tego podziaªu, gdzie ξ ∈ [xk−1, xk] dla 1 ≤ k ≤ n, nazywamy liczb¦

S =
n∑
k=1

f(ξk)∆xk, gdzie ∆xk = xk − xk−1.

Przykªad 238 1. We¹my funkcj¦ f(x) = 3 na odcinku [1, 2]. Niech P b¦dzie pewnym
podziaªem tego odcinka na n cz¦±ci oraz ξk dowolnym elementem przedziaªu [xk−1, xk].
Wówczas

S =
n∑
k=1

f(ξk) · (xk − xk−1) =
n∑
k=1

3(xk − xk−1) = 3(xn − x0) = 3(2− 1) = 3.

2. We¹my funkcj¦ f(x) = x na odcinku [1, 2]. Niech P b¦dzie podziaªem tego odcinka na
n równych cz¦±ci oraz ξk = xk−1. Wówczas

S =
n∑
k=1

f(xk−1) · (xk − xk−1) =
n∑
k=1

xk−1 ·
2− 1

n
=

∑n
k=1 xk−1

n

=

∑n
k=1

(
1 + (k − 1) · 1

n

)
n

=
n+ 1

n

∑n
k=1(k − 1)

n
= 1 +

1
n

(0+n−1)·n
2

n

= 1 +
n− 1

2n
.

3. We¹my funkcj¦ f(x) = x na odcinku [1, 2]. Niech P b¦dzie podziaªem tego odcinka na
n równych cz¦±ci oraz ξk = xk. Wówczas

S =
n∑
k=1

f(xk) · (xk − xk−1) =
n∑
k=1

xk ·
2− 1

n
=

∑n
k=1 xk
n

=

∑n
k=1

(
1 + k

n

)
n

=
n+ 1

n
· (1+n)·n

2

n
= 1 +

n+ 1

2n
.

67
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De�nicja 239 Niech funkcja f b¦dzie ograniczona na przedziale [a, b]. Caªk¦ oznaczon¡
Riemanna z funkcji f na przedziale [a, b] de�niujemy jako∫ b

a

f(x) dx = lim
δ(P )→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk,

gdzie δ(P ) = max1≤k≤n{∆xk}, o ile po prawej stronie znaku równo±ci granica jest wªa±ciwa
oraz nie zale»y od sposobu podziaªu P przedziaªu ani od sposobu wyboru punktów po±red-
nich ξk. Ponadto przyjmujemy∫ a

a

f(x) dx = 0 oraz

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx dla a < b.

Przykªad 240 Dla funkcji f(x) = x na odcinku [1, 2] oraz podziaªu Pn odcinka na n
równych cz¦±ci mamy

lim
n→∞

δ(P ) = 0.

Przy wyborze ξk = xk−1 granica sum caªkowych wynosi

lim
δ(P )→0

S = lim
n→∞

S = lim
n→∞

(
1 +

n− 1

2n

)
= 1 +

1

2
=

3

2
.

Przy wyborze ξk = xk granica sum caªkowych wynosi

lim
δ(P )→0

S = lim
n→∞

S = lim
n→∞

(
1 +

n+ 1

2n

)
= 1 +

1

2
=

3

2
.

Mo»na udowodni¢, »e granica ta nie zale»y od podziaªu odcinka (dopuszczalne s¡ równie»
podziaªy nierównomierne) ani od wyboru punktów ξk. Mamy∫ 2

1

x dx =
3

2
.

Przykªad 241 Funkcja

f(x) =

{
1 dla x ∈ Q
0 dla x ∈ R \Q

jest niecaªkowalna w sensie Riemanna. Dla dowolnego podziaªu odcinka punkty po±rednie
mo»na zarówno wybra¢ tak, aby f(ξk) = 1, jak i f(ξk) = 0, zatem sumy caªkowe s¡ zale»ne
od wyboru punktów.

De�nicja 242 Punkt nieci¡gªo±ci funkcji f nazywamy pierwszego rodzaju, je»eli istniej¡
sko«czone granice lewostronna i prawostronna funkcji f w tym punkcie. W przeciwnym
wypadku mówimy o nieci¡gªo±ciach drugiego rodzaju.

Twierdzenie 243 Je»eli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a, b] i ma na tym przedziale
sko«czenie wiele nieci¡gªo±ci, wszystkie pierwszego rodzaju, to jest na nim caªkowalna.

Przykªad 244 Funkcja f(x) = x jest na odcinku [1, 2] ci¡gªa. Jest zatem caªkowalna, tzn.
granica sum caªkowych istnieje i nie zale»y od podziaªu odcinka ani od wyboru punktów ξk.
Stosuj¡c powy»sze twierdzenie nie musimy tego udowadnia¢ na gruncie rachunku granic.
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Twierdzenie 245 (Newtona�Leibnitza) Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b],
to ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

gdzie F oznacza dowoln¡ funkcj¦ pierwotn¡ funkcji f w tym przedziale.

Przykªad 246 Niech F oraz G b¦d¡ funkcjami pierwotnymi funkcji f . Wówczas istnieje
staªa C, taka »e F (x) = G(x) + C dla ka»dego x. St¡d wynika

F (b)− F (a) = [G(b) + C]− [G(a) + C] = G(b) + C −G(a)− C = G(b)−G(a).

Twierdzenie 247 Caªki oznaczone s¡ addytywne wzgl¦dem przedziaªu caªkowania, tzn.
je»eli a ≤ b ≤ c, to zachodzi∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx.

Przykªad 248 ∫ 3

1

3x2 dx = x3|31 = 33 − 13 = 27− 1 = 26,∫ 4

3

3x2 dx = x3|43 = 43 − 33 = 256− 27 = 229,∫ 4

1

3x2 dx = x3|41 = 43 − 13 = 256− 1 = 255 = 26 + 229.

Uwaga 249 Symbol F (x)|ba oznacza F (b)−F (a). Je±li w wyra»eniu F (x) wyst¦puje suma,
u»ywamy nawiasów kwadratowych:

[· · ·+ · · ·+ . . . ]ba

Twierdzenie 250 Caªkowanie jest operacj¡ liniow¡, tzn.

1. jest addytywne: ∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

2. oraz jednorodne: ∫ b

a

[c · f(x)]dx = c ·
∫ b

a

f(x) dx.

Przykªad 251∫ 2

0

(x2 + 7)dx =

[
x3

3
+ 7x

]2

0

=
23

3
+ 7 · 2− 03

3
− 7 · 0 =

8

3
+ 14

=
23

3
− 03

3
+ 7 · 2− 7 · 0 =

x3

3

∣∣∣∣2
0

+ 7x|20 =

∫ 2

0

x2dx+

∫ 2

0

7 dx
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Twierdzenie 252 (Caªkowanie przez cz¦±ci) Je»eli funkcje u i v maj¡ w przedziale
[a, b] ci¡gªe pochodne, to∫ b

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

Przykªad 253∫ π/2

0

x sinx dx =

[
u = x

v′ = sinx

∣∣∣∣ u′ = 1
v = − cosx

]
= [−x cosx]π/20 +

∫ π/2

0

cosx dx

= 0 + [sinx]π/20 = 1.

Twierdzenie 254 (Caªkowanie przez podstawianie) Je»eli

1. funkcja g ma w przedziale (a, b) ci¡gª¡ pochodn¡,

2. funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [g(a), g(b)],

to zachodzi ∫ b

a

f (g(x)) g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(t) dt.

Przykªad 255∫ π/2

0

sin2 x cosx dx =

[
t = sinx

dt = cosx dx

]
=

∫ 1

0

t2 dt =

[
t3

3

]1

0

=
1

3
.

Uwaga 256 Przy caªkowaniu przez podstawianie trzeba pami¦ta¢ o zmianie granic caªkowa-
nia. Z tego powodu cz¦sto ªatwiej jest obliczy¢ przez podstawianie caªk¦ nieoznaczon¡, a
nast¦onie podstawi¢ warto±ci ko«ców przedziaªu.

Twierdzenie 257 Niech funkcja f b¦dzie caªkowalna w przedziale [a, b] oraz niech funkcja g
ró»ni si¦ od funkcji f tylko w sko«czonej liczbie punktów tego przedziaªu. Wtedy funkcja g
jest równie» caªkowalna w przedziale [a, b] oraz∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Zastosowania caªki oznaczonej

Twierdzenie 258 Je»eli w przedziale [a, b] funkcja f jest ci¡gªa oraz f(x) ≥ 0, to pole
obszaru ograniczonego ªukiem krzywej y = f(x), odcinkiem osi X oraz prostymi x = a i
x = b wynosi ∫ b

a

f(x)dx.

Przykªad 259 Oblicz pole �gury poni»ej wykresu funkcji f(x) = x+ 1, pomi¦dzy prostymi
x = 1 oraz x = 2. Rozwi¡zanie. Poniewa» dla x ∈ [1, 2] zachodzi f(x) > 0, mamy

P =

∫ 2

1

(x+ 1)dx =

[
x2

2
+ x

]2

1

=
22

2
+ 2− 12

2
− 1 =

5

2
.

Z drugiej strony �gura ta jest trapezem o podstawach dªugo±ci 2 (przy x = 1) oraz 3
(przy x = 2) i wysoko±ci 1. St¡d

P =
(2 + 3) · 1

2
=

5

2
.
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De�nicja 260 Trapez krzywoliniowy jest to �gura ograniczona dwiema krzywymi, nieprzeci-
naj¡cymi si¦, i dwiema prostymi równolegªymi.

Twierdzenie 261 Niech funkcje f i g b¦d¡ ci¡gªe na przedziale [a, b] oraz niech f(x) ≤
g(x) dla ka»dego x ∈ [a, b]. Wówczas pole trapezu krzywoliniowego ograniczonego wykresami
funkcji f i g oraz prostymi x = a i x = b wyra»a si¦ wzorem

P =

∫ b

a

[g(x)− f(x)] dx.

Przykªad 262 Oblicz pole �gury zawartej pomi¦dzy krzywymi y = x2 − 1 i y = −x2 + 1.
Rozwi¡zanie. Figura ta jest trapezem krzywoliniowym, zawartym pomi¦dzy prostymi x =
−1 i x = 1. Ponadto dla x ∈ (−1, 1) zachodzi −x2 + 1 > x2 − 1. Zatem

P =

∫ 1

−1

[−x2 + 1− (x2 − 1)]dx =

∫ 1

−1

(−2x2 + 2)dx =

[
−2x3

3
+ 2x

]1

−1

=
−2

3
+ 2 +

−2

3
+ 2 = 2

2

3
.

Twierdzenie 263 Niech funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡ na przedziale [a, b]. Wtedy dªugo±¢
krzywej {(

x, f(x)
)

: x ∈ [a, b]
}

wyra»a si¦ wzorem

L =

∫ b

a

√
1 + |f ′(x)|2 dx.

Przykªad 264 Dªugo±¢ ªuku krzywej y =
√

1− x2 dla x ∈ [−1, 1] wynosi

y′ =
(√

1− x2
)′

=
−2x

2
√

1− x2
=

−x√
1− x2

L =

∫ 1

−1

√
1 +

(
−x√
1− x2

)2

dx =

∫ 1

−1

√
1 +

x2

1− x2
dx =

∫ 1

−1

√
1− x2 + x2

1− x2
dx

=

∫ 1

−1

√
1

1− x2
dx = arcsinx|1−1 =

π

2
− −π

2
= π.

Zauwa»my, »e krzywa ta jest póªokr¦giem o promieniu 1. Jej dªugo±¢ obliczona w sposób
elementarny wynosi π.

Twierdzenie 265 Niech funkcja nieujemna f b¦dzie ci¡gªa w przedziale [a, b] oraz niech T
oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f , osi¡ OX oraz prostymi x = a
i x = b. Wówczas

1. obj¦to±¢ bryªy powstaªej z obrotu trapezu krzywoliniowego T , ograniczonego osi¡ OX,
prostymi x = a i x = b oraz wykresem nieujemnej funkcji f , wokóª osi OX wyra»a
si¦ wzorem

V = π

∫ b

a

f 2(x) dx,
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2. obj¦to±¢ bryªy powstaªej z obrotu trapezu krzywoliniowego T , ograniczonego osi¡ OY ,
wykresem funkcji f , monotonicznej na przedziale [a, b], oraz prostymi y = f(a) i
y = f(b), wokóª osi OY wyra»a si¦ wzorem

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx.

Twierdzenie 266 Niech funkcja nieujemna f ma ci¡gª¡ pochodn¡ na przedziale [a, b].
Wówczas

1. pole powierzchni powstaªej z obrotu wykresu funkcji f wokóª osi OX wyra»a si¦
wzorem

P = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + |f ′(x)|2 dx,

2. pole powierzchni powstaªej z obrotu wykresu funkcji f wokóª osi OY wyra»a si¦ wzorem

P = 2π

∫ b

a

x
√

1 + |f ′(x)|2 dx.

Przykªad 267 1. Oblicz pole powierzchni �gury powstaªej z obrotu ªuku krzywej

y =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1],

wokóª osi OX oraz obj¦to±¢ wyznaczonej przez ni¡ bryªy. Rozwi¡zanie.

P = 2π

∫ 1

−1

√
1− x2 ·

√
1

1− x2
dx = 2π

∫ 1

−1

1 dx = 4π,

V = π

∫ 1

−1

(√
1− x2

)2

dx = π

∫ 1

−1

(1− x2)dx = π

[
x− x3

3

]1

−1

= π

(
1− 1

3
− (−1) +

−1

3

)
=

4π

3
.

Figura ta jest sfer¡ o promieniu 1. Wyznaczone elementarnie pole i obj¦to±¢ wynosz¡
odpowiednio 4π i 4π

3
.

2. Oblicz pole powierzchni �gury powstaªej z obrotu ªuku krzywej

y =
√

1− x2, x ∈ [0, 1],

wokóª osi OY oraz obj¦to±¢ wyznaczonej przez ni¡ bryªy. Rozwi¡zanie.

P = 2π

∫ 1

0

x ·
√

1

1− x2
dx =

[
u = 1− x2

du = −2x dx

]
= −π

∫ 0

1

du√
u

= −π
[
2
√
u
]0

1
= −2π(0− 1) = 2π,

V = 2π

∫ 1

0

x ·
√

1− x2 dx =

[
u = 1− x2

du = −2x dx

]
= −π

∫ 0

1

√
u du

= −π
[

2u3/2

3

]0

1

= −2π

3
· (0− 1) =

2π

3
.

Figura ta jest póªsfer¡ o promieniu 1. Wyznaczone elementarnie pole i obj¦to±¢ wynosz¡
odpowiednio 2π i 2π

3
.
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Caªki niewªa±ciwe

De�nicja 268 1. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona na przedziale [a,∞). Caªk¦ niewªa±-
ciw¡ I rodzaju funkcji f na [a,∞) de�niujemy wzorem∫ ∞

a

f(x) dx = lim
T→∞

∫ T

a

f(x) dx.

2. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona na przedziale (−∞, b]. Caªk¦ niewªa±ciw¡ I rodzaju
funkcji f na (−∞, b] de�niujemy wzorem∫ b

−∞
f(x) dx = lim

T→−∞

∫ b

T

f(x) dx.

3. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona na przedziale (−∞,∞). Caªk¦ niewªa±ciw¡ I rodzaju
funkcji f na (−∞,∞) de�niujemy wzorem∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞
a

f(x) dx,

gdzie a jest dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡.
Je»eli granica jest wªa±ciwa, mówimy, »e caªka jest zbie»na. Je»eli granica jest równa ±∞,

mówimy, »e caªka jest rozbie»na odpowiednio do −∞ lub +∞. W pozostaªych przypadkach
mówimy, »e caªka jest rozbie»na.

Przykªad 269 1.∫ ∞
1

dx

x2
= lim

T→∞

∫ T

1

dx

x2
= lim

T→∞

[
−1

x

]T
1

= lim
T→∞

(
−1

T
+ 1

)
= 1

2. ∫ ∞
−∞

xe−x
2

dx =

∫ 0

−∞
xe−x

2

dx+

∫ ∞
0

xe−x
2

dx =

[
u = −x2

du = −2x dx

]
= −1

2

(∫ 0

∞
eu du+

∫ −∞
0

eu du

)
=

1

2

(
lim
T→∞

∫ T

0

eu du+ lim
T→∞

∫ 0

−T
eu du

)
=

1

2

(
lim
T→∞

eu|T0 + lim
T→∞

eu|0−T
)

=
1

2

(
lim
T→∞

eT − 1 + 1− lim
T→∞

e−T
)

=∞

3. ∫ ∞
0

cosx dx = lim
T→∞

∫ T

0

cosx dx = lim
T→∞

sinx|T0 = lim
T→∞

sinT

nie istnieje

De�nicja 270 1. Niech funkcja f okre±lona na przedziale (a, b] b¦dzie nieograniczona
w prawostronnym s¡siedztwie punktu a. Caªk¦ niewªa±ciw¡ II rodzaju funkcji f na
(a, b] de�niujemy wzorem ∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x) dx.
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2. Niech funkcja f okre±lona na przedziale [a, b) b¦dzie nieograniczona w lewostronnym
s¡siedztwie punktu b. Caªk¦ niewªa±ciw¡ II rodzaju funkcji f na [a, b) de�niujemy
wzorem ∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0+

∫ b−ε

a

f(x) dx.

3. Niech funkcja f okre±lona na przedziale [a, c)∪(c, b] b¦dzie nieograniczona w s¡siedztwie
punktu c. Caªk¦ niewªa±ciw¡ II rodzaju funkcji f na [a, b] de�niujemy wzorem∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Przykªad 271 1.∫ 1

0

dx√
x

= lim
ε→0+

∫ 1

ε

dx√
x

= lim
ε→0+

2
√
x
∣∣1
ε

= lim
ε→0+

2(1−
√
ε) = 2

2. ∫ 1

0

dx

x2
= lim

ε→0+

∫ 1

ε

dx

x2
= lim

ε→0+

−1

x

∣∣∣∣1
ε

= lim
ε→0+

(
−1 +

1

ε

)
=∞

3. ∫ 1

−1

dx
3
√
x

=

(
lim
ε→0+

∫ −ε
−1

dx
3
√
x

+ lim
ε→0+

∫ 1

ε

dx
3
√
x

)
=

 lim
ε→0+

3
3
√
x2

2

∣∣∣∣∣
−ε

−1

+ lim
ε→0+

3
3
√
x2

2

∣∣∣∣∣
1

ε


= lim

ε→0+

(
3

3
√
ε2

2
− 3

2
+

3

2
− 3

3
√
ε2

2

)
= 0− 3

2
+

3

2
− 0 = 0

4. ∫ 1

−1

dx

x3
= lim

ε→0+

∫ −ε
−1

dx

x3
+ lim

ε→0+

∫ 1

ε

dx

x3
= lim

ε→0+

−1

2x2

∣∣∣∣−ε
−1

+ lim
ε→0+

−1

2x2

∣∣∣∣1
ε

= lim
ε→0+

−1

2ε2
+

1

2
+
−1

2
+ lim

ε→0+

1

2ε2

Ta caªka nie istnieje. Trzeba zwróci¢ uwg¦, »e pierwszego i ostatniego wyra»enia nie
mo»na skróci¢, poniewa» s¡ niesko«czone.



Funkcje wielu zmiennych

De�nicja 272 Przestrzeni¡ dwuwymiarow¡ (pªaszczyzn¡) nazywamy zbiór

R2 = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R} .

De�nicja 273 1. Otoczeniem o promieniu r punktu P (a, b) na pªaszczy¹nie nazywamy
zbiór

O(P ) = {(x, y) : (x− a)2 + (y − b)2 < r}.

2. S¡siedztwem o promieniu r punktu P (a, b) na pªaszczy¹nie nazywamy zbiór

S(P ) = O(P ) \ {P}

De�nicja 274 Funkcj¡ f dwóch zmiennych okre±lon¡ na zbiorze A ⊆ R2 o warto±ci-
ach w R nazywamy jednoznaczne przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi zbioru A liczby
rzeczywistej. Funkcj¦ tak¡ oznaczamy przez f : A → R, z = f(x, y), gdzie (x, y) ∈ A.
Warto±¢ funkcji f w punkcie (x, y) oznaczamy przez f(x, y). Zbiór A jest dziedzin¡ funkcji
i oznaczamy go przez D(f).

Przykªad 275 1. f : R× R→ R,

f(x, y) =

{
0 dla y ≤ x
1
2
(y − x) dla y > x

2. g : R× R→ {−1, 0, 1},

g(x, y) =


1 gdy x i y s¡ wymierne

0 gdy x i y s¡ niewymierne

−1 gdy jedna z liczb jest wymierna, a druga niewymierna

3. h : R× R→ R, h(x, y) = y(x2 − 1)

Uwaga 276 Je»eli funkcja dwóch zmiennych jest okre±lona za pomoc¡ jednego wzoru, np.
f(x, y) =

√
xy, to rozumiemy to w ten sposób, »e funkcja ta jest okre±lona w tym zbiorze,

w którym wzór ma sens (tzw. dziedzinie naturalnej). W tym przypadku mamy D(f) =
{(x, y) ∈ R2 : (x ≥ 0 i y ≥ 0) lub (x ≤ 0 i y ≤ 0)}.

De�nicja 277 Wykresem funkcji dwóch zmiennych f nazywamy zbiór tych punktów w
przestrzeni R3, dla których z = f(x, y),

{(x, y, z) : (x, y) ∈ D(f), z = f(x, y)}.

75
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Uwaga 278 Na ogóª wykresem funkcji dwóch zmiennych jest pewna powierzchnia w przestrzeni
trójwymiarowej.

De�nicja 279 Funkcja dwóch zmiennych, zde�niowana w pewnym s¡siedztwie punktu (x0, y0),
ma w punkcie (x0, y0) granic¦ z0, je»eli dla ka»dego (dowolnie maªego) ε > 0 istnieje
δ > 0, takie »e dla ka»dego punktu (x, y) ró»nego od (x0, y0) i speªniaj¡cego nierówno±¢√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ zachodzi |f(x, y)− z0| < ε.

Uwaga 280 Funkcja nie musi by¢ zde�niowana w punkcie (x0, y0).

Przykªad 281 1. Rozpatrzmy funkcj¦

f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Jej granic¡ w punkcie (0, 0) jest 0. Dla dowolnego ε > 0 i (x, y) 6= (0, 0) mamy

|f(x, y)− 0| < ε ⇐⇒
∣∣∣∣x3 + y3

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ < ε ⇐⇒
∣∣x3 + y3

∣∣ < ε (x2 + y2)

⇐= |x3| < ε · x2 ∧ |y3| < ε · y2 ⇐⇒ |x| < ε ∧ |y| < ε⇐=
√
x2 + y2 < ε.

Zatem je±li wybierzemy δ = ε, speªnione s¡ warunki de�nicji granicy.

2. Rozpatrzmy funkcj¦

f(x, y) =

{
x2−y2
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Nie ma ona granicy w punkcie (0, 0). Dla ka»dego punktu (x, y) = (a, a), a 6= 0 mamy
f(x, y) = 0, natomiast dla ka»dego punktu (x, y) = (a, 0), a 6= 0 mamy f(x, y) = 1.
A zatem dla ka»dego δ > 0 w kole o promieniu δ i ±rodku (0, 0) funkcja przyjmuje
warto±ci 1 oraz 0. Nie istnieje wi¦c granica w punkcie (0, 0), gdy» nie jest prawd¡, »e
∀ε > 0 : |f(x, y)| < ε.

De�nicja 282 Ci¡giem punktów na pªaszczy¹nie nazywamy odwzorowanie P : N → R2.
Warto±¢ tego odwzorowania dla liczby naturalnej n nazywamy n�tym wyrazem ci¡gu i
oznaczamy przez Pn = (xn, yn). Sam ci¡g oznaczamy symbolem (Pn) lub ((xn, yn)).

De�nicja 283 Ci¡g (Pn) = ((xn, yn)) jest zbie»ny do punktu P0 = (x0, y0), je»eli

lim
n→∞

xn = x0 oraz lim
n→∞

yn = y0.

Zapisujemy to jako

lim
n→∞

Pn = P0 lub lim
n→∞

(xn, yn) = (x0, y0).

Przykªad 284 1. Ci¡g
(

1, 1 + (−1)n

n

)
jest zbie»ny do punktu (1, 1).

2. Ci¡g (1, 1 + (−1)n) jest rozbie»ny.
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De�nicja 285 Niech (x0, y0) ∈ R2 oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona dla pewnego
s¡siedztwa S(x0, y0). Liczba z0 jest granic¡ wªa±ciw¡ funkcji f w punkcie (x0, y0), je»eli dla
ka»dego ((xn, yn)) ⊆ S(x0, y0) zachodzi

lim
n→∞

(xn, yn) = (x0, y0) =⇒ lim
n→∞

f(xn, yn) = z0.

Oznaczamy to jako
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = z0.

Uwaga 286 De�nicja ta jest równowa»na De�nicji 279.

Przykªad 287 1. Rozpatrzmy funkcj¦

f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Jej granic¡ w punkcie (0, 0) jest 0. Niech ((xn, yn)) b¦dzie dowolnym ci¡giem zbie»nym
do (0, 0). Wówczas

x3
n

x2
n

−→ 0 ∧ y3
n

y2
n

−→ 0 =⇒ x3
n

x2
n + y2

n

−→ 0 ∧ y3
n

x2
n + y2

n

−→ 0

=⇒ x3
n + y3

n

x2
n + y2

n

−→ 0 ⇐⇒ f(xn, yn) −→ 0.

2. Rozpatrzmy funkcj¦

f(x, y) =

{
x2−y2
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Nie ma ona granicy w punkcie (0, 0). We¹my ci¡g (xn, yn) =
(

1
n
, 1
n

)
, zbie»ny do (0, 0).

Mamy

lim
n→∞

f

(
1

n
,

1

n

)
= lim

n→∞
0 = 0.

Natomiast dla ci¡gu (xn, yn) =
(

1
n
, 0
)
zachodzi

lim
n→∞

f

(
1

n
, 0

)
= lim

n→∞
1 = 1 6= 0.

De�nicja 288 Funkcja dwóch zmiennych jest ci¡gªa w punkcie (x0, y0), je»eli jest w tym
punkcie okre±lona, posiada granic¦ oraz granica funkcji jest równa warto±ci funkcji w tym
punkcie.

De�nicja 289 Funkcj¦ nazywamy ci¡gª¡ w obszarzeM , je»eli jest ci¡gªa w ka»dym punkcie
tego obszaru.

Twierdzenie 290 Suma, ró»nica, iloczyn, iloraz i zªo»enie dwóch funkcji ci¡gªych s¡ funkc-
jami ci¡gªymi w swoich dziedzinach.

Uwaga 291 Iloraz dwóch funkcji nie jest okre±lony dla tych argumentów, dla których dziel-
nik jest równy zero.
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Pochodne cz¡stkowe

De�nicja 292 1. Pochodn¡ cz¡stkow¡ (rz¦du pierwszego) wzgl¦dem pierwszej zmien-
nej funkcji dwóch zmiennych w punkcie (x0, y0) nazywamy granic¦ (je±li istnieje):

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
.

Oznaczamy j¡ przez ∂f
∂x

(x0, y0), fx(x0, y0) lub f ′x(x0, y0).

2. Pochodn¡ cz¡stkow¡ wzgl¦dem drugiej zmiennej funkcji dwóch zmiennych w punkcie (x0, y0)
nazywamy granic¦ (je±li istnieje):

lim
∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
.

Oznaczamy j¡ przez ∂f
∂y

(x0, y0), fy(x0, y0) lub f ′y(x0, y0).

Uwaga 293 Praktycznie pochodn¡ cz¡stkow¡ (rz¦du pierwszego) wzgl¦dem zmiennej x obliczamy
tak, jak zwykª¡ pochodn¡ funkcji jednej zmiennej, gdzie y jest parametrem. Podobnie,
pochodn¡ wzgl¦dem y obliczamy tak, jak pochodna funkcji jednej zmiennej, gdzie x jest
parametrem.

Uwaga 294 Funkcja nie musi by¢ ci¡gªa, aby mie¢ pochodne cz¡stkowe w danym punkcie.
Funkcja ci¡gªa nie musi mie¢ pochodnych cz¡stkowych.

Przykªad 295 1. Funkcja dana we wspóªrz¦dnych biegunowych (x2 + y2 = r2, cosφ =
x/r, sinφ = y/r) wzorem

f(r, φ) =

{
1
r

sin 2φ, r 6= 0

0, r = 0

nie ma w r = 0 granicy, poniewa» dla φ = π
4
mamy

lim
r→0

f
(
r,
π

4

)
= lim

r→0

1

r
sin

π

2
= lim

r→0

1

r
=∞.

A zatem funkcja ta nie jest ci¡gªa w r = 0. Policzmy pochodn¡ cz¡stkow¡ wzgl¦dem x.
Dla y = 0 mamy φ = 0 lub φ = π i st¡d sin 2φ = 0. Zatem f(x, 0) = 0 oraz
fx(0, 0) = 0. Podobnie dla pochodnej po y.

2. Funkcja f(x, y) = |y| jest ci¡gªa w R2. fx(1, 0) = 0, natomiast pochodna cz¡stkowa
wzgl¦dem y nie istnieje w tym punkcie.

Uwaga 296 W tym wykªadzie nie b¦dziemy mówi¢ o ró»niczkowalno±ci funkcji dwóch zmi-
ennych. Jest to zagadnienie bardziej ogólne od pochodnych cz¡stkowych i podobnie jak
w przypadku funkcji jednej zmiennej � ró»niczkowalno±¢ wymaga ci¡gªo±ci.
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Twierdzenie 297 Pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem pierwszej zmiennej sumy, ró»nicy, iloczynu
i ilorazu funkcji oblicza si¦ nast¦puj¡co:

∂(f ± g)

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0)± ∂g

∂x
(x0, y0),

∂(f · g)

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0) · g(x0, y0) + f(x0, y0) · ∂g

∂x
(x0, y0),

∂(f/g)

∂x
(x0, y0) =

∂f
∂x

(x0, y0) · g(x0, y0)− f(x0, y0) · ∂g
∂x

(x0, y0)

g2(x0, y0)
.

Podobnie oblicza si¦ pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem drugiej zmiennej.

De�nicja 298 Je»eli funkcja f ma pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du w ka»dym punkcie
zbioru otwartego D ⊆ R2, to funkcje

(x, y) 7→ ∂f

∂x
(x, y) oraz (x, y) 7→ ∂f

∂y
(x, y),

gdzie (x, y) ∈ D, nazywamy pochodnymi cz¡stkowymi pierwszego rz¦du funkcji f na
zbiorze D i oznaczamy odpowiednio ∂f

∂x
, ∂f
∂y

lub fx, fy, lub f
′
x, f

′
y.

Przykªad 299 1. f(x, y) = x2y3 − x sin y,

∂f

∂x
(x, y) = 2xy3 − sin y,

∂f

∂y
(x, y) = 3x2y2 − x cos y.

2. g(x, y) = x5y10 − x3 sin y + y2ex,

∂g

∂x
(x, y) = 5x4y10 − 3x2 sin y + y2ex,

∂g

∂y
(x, y) = 10x5y9 − x3 cos y + 2yex.

Uwaga 300 Wszystkie wy»ej wymienione poj¦cia mo»na ªatwo uogólni¢ na przypadek funkcji
n zmiennych, tzn. takiej, której dziedzin¡ jest podzbiór zbioru Rn. Rónie» wykres takiej
funkcji istnieje jako obiekt geometryczny, nie da si¦ go jednak w ªatwy sposób przedstawi¢
graficznie. W szczególno±ci istniej¡ pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem poszczególnych zmien-
nych.

Przykªad 301 1. f(x, y, z) = x2y3z4 − y sin z,

∂f

∂x
(x, y, z) = 2xy3z4,

∂f

∂y
(x, y, z) = 3x2y2z4 − sin z,

∂f

∂z
(x, y, z) = 4x2y3z3 − y cos z.

2. g(x, y, z) = x5y10z − z sin y + y2ez.

∂g

∂x
(x, y, z) = 5x4y10z,

∂g

∂y
(x, y, z) = 10x5y9z − z cos y + 2yez,

∂g

∂z
(x, y, z) = x5y10 − sin y + y2ez.
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De�nicja 302 Pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du pochodnych cz¡stkowych ∂f
∂x

oraz ∂f
∂y

nazywamy pochodnymi drugiego rz¦du funkcji f . Oznaczamy

fxx = f ′′xx =
∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
,

fxy = f ′′xy =
∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
,

fyx = f ′′yx =
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
,

fyy = f ′′yy =
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
.

Podobnie (jako pochodne cz¡stkowe pochodnych cz¡stkowych) de�niujemy pochodne cz¡stkowe
drugiego rz¦du w punkcie.

Przykªad 303 1. f(x, y) = x2y3 − x sin y,

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂

∂x

(
∂f

∂x
(x, y)

)
=

∂

∂x
(2xy3 − sin y) = 2y3

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂x

(
∂f

∂y
(x, y)

)
=

∂

∂x
(3x2y2 − x cos y) = 6xy2 − cos y

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂

∂y

(
∂f

∂x
(x, y)

)
=

∂

∂y
(2xy3 − sin y) = 6xy2 − cos y

∂2f

∂y2
(x, y) =

∂

∂y

(
∂f

∂y
(x, y)

)
=

∂

∂y
(3x2y2 − x cos y) = 6x2y + x sin y

2. g(x, y) = x5y10 − x3 sin y + y2ex,

∂2g

∂x2
(x, y) =

∂

∂x

(
∂g

∂x
(x, y)

)
=

∂

∂x
(5x4y10 − 3x2 sin y + y2ex)

= 20x3y10 − 6x sin y + y2ex

∂2g

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂x

(
∂g

∂y
(x, y)

)
=

∂

∂x
(10x5y9 − x3 cos y + 2yex)

= 50x4y9 − 3x2 cos y + 2yex

∂2g

∂y∂x
(x, y) =

∂

∂y

(
∂g

∂x
(x, y)

)
=

∂

∂y
(5x4y10 − 3x2 sin y + y2ex)

= 50x4y9 − 3x2 cos y + 2yex

∂2g

∂y2
(x, y) =

∂

∂y

(
∂g

∂y
(x, y)

)
=

∂

∂y
(10x5y9 − x3 cos y + 2yex)

= 90x5y8 + x3 sin y + 2ex

De�nicja 304 Pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du wzgl¦dem co najmniej dwóch ró»nych
zmiennych (tzn. wzgl¦dem zarówno x jak i y w przypadku funkcji dwóch zmiennych) nazy-
wamy pochodnymi cz¡stkowymi mieszanymi. Pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du wzgl¦dem
jednej zmiennej nazywamy pochodnymi cz¡stkowymi czystymi.
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Twierdzenie 305 (Schwarz) Niech funkcja f b¦dzie zde�niowana na obszarze M zaw-
ieraj¡cym punkt (x0, y0). Je±li funkcje fxy oraz fyx s¡ ci¡gªe w (x0, y0) i istniej¡ w pewnym
otoczeniu tego punktu, wówczas

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

Przykªad 306 Równo±¢ pochodnych mieszanych wida¢ na przykªadzie 303. Trzeba pami¦-
ta¢, »e pochodne drugiego rz¦du musz¡ by¢ ci¡gªe.

Przykªad 307 Funkcja

f(x, y) =

{
xy sin(x2−y2)

x2+y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

nie speªnia zaªo»e« twierdzenia Schwarza.
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Ekstrema lokalne funkcji dwóch

zmiennych

De�nicja 308 1. Funkcja dwóch zmiennych f ma w punkcie (x0, y0) minimum lokalne,
je»eli istnieje otoczenie O(x0, y0) takie, »e dla dowolnego (x, y) ∈ O(x0, y0) zachodzi

f(x0, y0) ≤ f(x, y).

2. Funkcja dwóch zmiennych f ma w punkcie (x0, y0) minimum lokalne wªa±ciwe, je»eli
istnieje s¡siedztwo S(x0, y0) takie, »e dla dowolnego (x, y) ∈ S(x0, y0) zachodzi

f(x0, y0) < f(x, y).

3. Funkcja dwóch zmiennych f ma w punkcie (x0, y0) maksimum lokalne, je»eli istnieje
otoczenie O(x0, y0) takie, »e dla dowolnego (x, y) ∈ O(x0, y0) zachodzi

f(x0, y0) ≥ f(x, y).

4. Funkcja dwóch zmiennych f ma w punkcie (x0, y0) maksimum lokalne wªa±ciwe, je»eli
istnieje s¡siedztwo S(x0, y0) takie, »e dla dowolnego (x, y) ∈ S(x0, y0) zachodzi

f(x0, y0) > f(x, y).

5. Minima i maksima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.

Twierdzenie 309 (Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego) Je»eli funkcja
dwóch zmiennych f ma w punkcie (x0, y0) ekstremum i ma w tym punkcie pochodne cz¡stkowe
pierwszego rz¦du, to

f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0.

Uwaga 310 Wniosek: Funkcja mo»e mie¢ ekstrema tylko w punktach krytycznych, tzn,
takich, w których wszystkie jej pochodne pierwszego rz¦du s¡ równe zero, albo w punktach,
w których cho¢ jedna z nich nie istnieje.

De�nicja 311 Punkt, w którym wszystkie pochodne cz¡stkowe pewnej funkcji wielu zmi-
ennych zeruj¡ si¦, nazywamy punktem stacjonarnym.

Twierdzenie 312 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego)

83
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1. Je»eli funkcja dwóch zmiennych f ma w pewnym otoczeniu punktu (x0, y0) ci¡gªe
pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du, punkt (x0, y0) jest punktem stacjonarnym oraz

W (x0, y0) =

∣∣∣∣ f ′′xx(x0, y0) f ′′xy(x0, y0)
f ′′yx(x0, y0) f ′′yy(x0, y0)

∣∣∣∣
= f ′′xx(x0, y0) · f ′′yy(x0, y0)− f ′′xy(x0, y0) · f ′′yx(x0, y0) > 0,

to f ma w punkcie (x0, y0) ekstremum lokalne. Je±li f ′′xx(x0, y0) > 0, jest to minimum
lokalne, je±li f ′′xx(x0, y0) < 0, jest to maksimum lokalne.

2. Je±li W (x0, y0) < 0, to funkcja f nie ma w (x0, y0) ekstremum lokalnego.

Uwaga 313 Ze wzgle¦du na ci¡gªo±¢ drugich pochodnych mamy zgodnie z twierdzeniem
Schwarza:

W (x0, y0) = f ′′xx(x0, y0) · f ′′yy(x0, y0)−
(
f ′′xy(x0, y0)

)2

Uwaga 314 Je±li W (x0, y0) = 0, to powy»sze kryterium nie rozstrzyga, czy funkcja f ma
w punkcie (x0, y0) ekstremum lokalne.

Przykªad 315

f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y,

f ′x(x, y) = 3x2 + 3y2 − 15, f ′y(x, y) = 6xy − 12.

Poszukajmy punktów stacjonarnych:{
f ′x(x, y) = 0
f ′y(x, y) = 0

⇐⇒
{

3x2 + 3y2 − 15 = 0
6xy − 12 = 0

y 6=0⇐⇒

{
x = 2

y
22

y2
+ y2 − 5 = 0

4

y2
+ y2 − 5 = 0 ⇐⇒ y4 − 5y2 + 4 = 0 ⇐⇒ (y2 − 1)(y2 − 4) = 0

⇐⇒ (y − 1)(y + 1)(y − 2)(y + 2) = 0 ⇐⇒ y = 1 ∨ y = −1 ∨ y = 2 ∨ y = −2{
f ′x(x, y) = 0
f ′y(x, y) = 0

⇐⇒
{
x = 2
y = 1

∨
{
x = −2
y = −1

∨
{
x = 1
y = 2

∨
{
x = −1
y = −2

A zatem s¡ cztery punkty stacjonarne: (1, 2), (−1,−2), (2, 1), (−2,−1). Pochodne cz¡stkowe
drugiego rz¦du funkcji f wynosz¡

f ′′xx(x, y) = 6x, f ′′xy(x, y) = 6y, f ′′yx(x, y) = 6y, f ′′yy(x, y) = 6x.

Sprawd¹my znak wyznacznika W (x0, y0) dla punktów stacjonarnych:

W (x, y) =

∣∣∣∣ f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)
f ′′yx(x, y) f ′′yy(x, y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 6x 6y
6y 6x

∣∣∣∣ = 36(x2 − y2),

st¡d
W (1, 2) < 0, W (−1,−2) < 0, W (2, 1) > 0, W (−2,−1) > 0.

Zatem funkcja f ma w punktach (2, 1) i (−2,−1) ekstrema lokalne. Poniewa»

f ′′xx(2, 1) = 12 > 0, f ′′xx(−2,−1) = −12 < 0,

czyli funkcja f ma minimum lokalne w punkcie (2, 1) (fmin(2, 1) = 8 + 6− 30− 12 = −28)
oraz maksimum lokalne w punkcie (−2,−1) (fmax(−2,−1) = −8− 6 + 30 + 12 = 28).



Liczby zespolone

De�nicja 316 Liczb¡ zespolon¡ nazywamy uporz¡dkowan¡ par¦ liczb rzeczywistych (x, y);
oznaczamy j¡ jedna liter¡, przewa»nie z lub w. Zbiór wszystkich liczb zespolonych oz-
naczamy przez C :

C = {z(x, y) : x, y ∈ R }.
Suma liczb zespolonych z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) dana jest wzorem

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2),

a ich iloczyn wzorem
z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Wynika st¡d, »e liczby postaci (x, 0) zachowuj¡ si¦ jak liczby rzeczywiste, mo»a je te» tak
traktowa¢. Zamiast (x, 0) piszemy x. Liczby postaci (0, y) nazywamy liczbami urojonymi,
w szczególno±ci liczb¦ (0, 1) = i nazywamy jednostk¡ urojon¡. Zachodzi

(0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1, (0, b) = (b, 0) · (0, 1) = bi

oraz
(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a+ bi.

Mamy st¡d

Twierdzenie 317 Ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ mo»na przedstawi¢ jako sum¦ liczby rzeczywistej
i urojonej:

z = x+ iy.

Jest to posta¢ algebraiczna liczby zespolonej.

De�nicja 318 x nazywamy cz¦±ci¡ rzeczywist¡, a y cz¦±ci¡ urojon¡ liczby zespolonej z =
x+ iy. Oznaczamy

x = <(z), y = =(z) lub x = Re(z), y = Im(z).

Uwaga 319 Cz¦±¢ urojona liczby zespolonej jest liczb¡ rzeczywist¡. Jest to tylko wspóªczyn-
nik stoj¡cy przy jednostce urojonej, a nie caªe wyra»enie iy.

Przykªad 320 Dla u = 3 + 4i oraz v = 2− i mamy

u+ v = 3 + 2 + (4− 1)i = 5 + 3i, v + u = 2 + 3 + (−1 + 4)i = 5 + 3i = u+ v

uv = (3 + 4i)(2− i) = 3 · 2 + 3 · (−i) + 4i · 2− 4i2 = 6− 3i+ 8i− 4 · (−1) = 10 + 5i,

vu = (2− i)(3 + 4i) = 2 · 3 + 2 · 4i− 3i− 4i2 = 10 + 5i = uv

<(u) = 3, =(u) = 4, <(v) = 2, =(v) = −1.

85



86 LICZBY ZESPOLONE

Przykªad 321 Mno»enie liczb zespolonych jest ª¡czne:

[(x1 + iy1)(x2 + iy2)](x3 + iy3) = [(x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2)](x3 + iy3)

= x1x2x3 − y1y2x3 − x1y2y3 − y1x2y3

+ i(x1x2y3 − y1y2y3 − x1y2x3 − y1x2x3)

= x1x2x3 − x1y2y3 − y1x2y−y1y2x33

+ i(x1x2y3 − x1y2x3 − y1x2x3 − y1y2y3)

= (x1 + iy1)[(x2x3 − y2y3) + i(x2y3 + y2x3)]

= (x1 + iy1)[(x2 + iy2)(x3 + iy3)]

De�nicja 322 Liczb¡ przeciwn¡ do danej liczby zespolonej z = x+ iy nazywamy liczb¦

−z = −x− iy,

liczb¡ odwrotn¡ do danej liczby zespolonej z = x+ iy 6= 0 nazywamy liczb¦

1

z
=

x

x2 + y2
− i y

x2 + y2
.

Przykªad 323 Zachodzi

z · 1

z
= (x+ iy) ·

(
x

x2 + y2
− i y

x2 + y2

)
= x · x

x2 + y2
− ix · y

x2 + y2
+ iy · x

x2 + y2
− i2y · y

x2 + y2

=
x2 + y2

x2 + y2
+ i · −xy + yx

x2 + y2
= 1

Mamy st¡d dla z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2

z1 − z2 = z1 + (−z2) = (x1 − x2) + i(y1 − y2),

z1

z2

= z1 ·
1

z2

=
x1x2 + y1y2 + i(−x1y2 + x2y1)

x2
2 + y2

2

, z2 6= 0.

De�nicja 324 Sprz¦»eniem liczby zespolonej z = x+ iy nazywamy liczb¦ zespolon¡

z̄ = x− iy,

moduªem � liczb¦ rzeczywist¡

|z| =
√
x2 + y2 =

√
z · z̄,

natomiast argumentem dla z 6= 0 nazywamy ka»d¡ liczb¦ φ ∈ R speªniaj¡c¡ ukªad równa«{
cosφ = x

|z| ,

sinφ = y
|z| .

Przyjmujemy, »e argumentem liczby z = 0 jest ka»da liczba rzeczywista φ ∈ R . Ar-
gumentem gªównym liczby zespolonej z 6= 0 nazywamy argument tej liczby speªniaj¡cy
nierówno±ci 0 ≤ φ < 2π (lub −π < φ ≤ π).
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Uwaga 325 Przy dzieleniu liczb zespolonych korzystamy z przeksztaªcenia

z1

z2

=
z1 · z̄2

z2 · z̄2

=
z1 · z̄2

|z2|2
.

Przykªad 326 Dla u = 3 + 4i oraz v = 2− i mamy

u− v = 3− 2 + (4 + 1)i = 1 + 5i, v − u = 2− 3 + (−1− 4)i = −1− 5i = −(u− v),

u

v
=

3 + 4i

2− i
=

(3 + 4i)(2 + i)

(2− i)(2 + i)
=

6− 4 + (3 + 8)i

4 + 1
=

2 + 11i

5
,

v

u
=

2− i
3 + 4i

=
(2− i)(3− 4i)

(3 + 4i)(3− 4i)
=

6− 4− (3 + 8)i

9 + 16
=

2− 11i

25
.

Twierdzenie 327 Wªasno±ci spr¦»enia liczby zespolonej:

1. z1 + z2 = z̄1 + z̄2,

2. z1 − z2 = z̄1 − z̄2,

3. z1 · z2 = z̄1 · z̄2,

4.
(
z1
z2

)
= z̄1

z̄2
, dla z2 6= 0,

5. z + z̄ = 2<(z),

6. z − z̄ = 2i=(z),

7. (z̄) = z,

8. <(z) = <(z̄),

9. =(z) = −=(z̄).

Przykªad 328 Dla u = 3 + 4i oraz v = 2− i mamy

ū = 3− 4i, v̄ = 2 + i,

u− v = 1 + 5i, ū− v̄ = 3− 2− (4 + 1)i = 1− 5i = u− v,
u

v
=

2 + 11i

5
,

ū

v̄
=

3− 4i

2 + i
=

(3− 4i)(2− i)
(2 + i)(2− i)

=
6− 4− (3 + 8)i

4 + 1
=

2− 11i

5
=

2 + 11i

5
.

Twierdzenie 329 Wªasno±ci moduªu liczby zespolonej:

1. |z| = |z̄| = | − z|,

2. z · z̄ = |z|2,

3. |z1 · z2| = |z1| · |z2|,

4.
∣∣∣ z1z2 ∣∣∣ = |z1|

|z2| dla z2 6= 0,

5. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (nierówno±¢ trójk¡ta),
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6.
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ≤ |z1 − z2| (odwrotna nierówno±¢ trójk¡ta),

7. |<(z)| ≤ |z|, |=(z)| ≤ |z|,

8. |<(z1z2)| ≤ |z1||z2|.

Przykªad 330 1. Wªasno±¢ 2 zostaªa wykorzystana w Przykªadzie 326 przy rozszerza-
niu mianownika.

2. Dla u = 3 + 4i oraz v = 2− i mamy

|u| =
√

32 + 42 = 5, |v| =
√

22 + 12 =
√

5,∣∣∣u
v

∣∣∣ =

√
22 + 112

5
=

√
125

5
=
√

5 =
5√
5

=
|u|
|v|

Liczb¦ zespolon¡ z = x + iy przedstawia si¦ na pªaszczy¹nie w postaci punktu o
wspóªrz¦dnych (x, y) lub w postaci wektora o pocz¡tku w punkcie (0, 0) i ko«cu w punkcie
(x, y). W tej interpretacji zbiór wszystkich liczb zespolonych nazywamy pªaszczyzn¡ ze-
spolon¡. Moduª liczby zespolonej z jest odlegªo±ci¡ punktu z od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦d-
nych, natomiast argument gªówny � k¡tem, jaki wektor odpowiadaj¡cy liczbie z tworzy
z osi¡ OX. Moduª ró»nicy liczb zespolonych z1 i z2 jest dªugo±ci¡ odcinka ª¡cz¡cego punkty
z1 i z2 pªaszczyzny zespolonej.

Twierdzenie 331 Ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z mo»na przedstawi¢ w postaci

z = r(cosφ+ i sinφ),

gdzie r ≥ 0 jest jej moduªem, a φ � jednym z argumentów.

Ten sposób przedstawiania liczb zespolonych nazywamy postaci¡ trygonometryczn¡.

Przykªad 332 1. −1 = 1(cos π + i sin π) = 1(cos(3π) + i sin(3π)),

2. 1 + i =
√

2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
.

Twierdzenie 333 Dla liczb zespolonych z1 = r(cosφ + i sinφ), z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1),
z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2) mamy

1. z̄ = r(cosφ− i sinφ) = r[cos(−φ) + i sin(−φ)],

2. −z = r[cos(φ+ π) + i sin(φ+ π)],

3. 1
z

= 1
r
(cosφ− i sinφ) dla z 6= 0,

4. z1 · z2 = r1r2[cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)],

5. zk = rk[cos(kφ) + i sin(kφ)] (wzór de Moivre'a),

6. z1
z2

= r1
r2

[cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)] dla z2 6= 0.
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Przykªad 334 1.

3i

1 + i
=

3(cos π
2

+ i sin π
2
)

√
2(cos π

4
+ i sin π

4
)

=
3√
2

[
cos
(π

2
− π

4

)
+ i sin

(π
2
− π

4

)]
=

3√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

3√
2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=

3

2
(1 + i)

2. (√
3− i

)60

=

[
2

(√
3

2
− 1

2
i

)]60

= 260
[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]60

= 260 [cos(−10π) + i sin(−10π)] = 260(cos 0 + i sin 0) = 260 · 1 = 260

3. Korzystaj¡c ze wzoru de Moivre'a mo»na w ªatwy sposób obliczy¢ warto±ci funkcji
trygonometrycznych wielokrotno±ci k¡tów:

cos(5φ) + i sin(5φ) = (cosφ+ i sinφ)5

= cos5 φ+ 5 cos4 φ · i sinφ+ 10 cos3 φ(i sinφ)2

+ 10 cos2 φ(i sinφ)3 + 5 cosφ(i sinφ)4 + (i sinφ)5

= cos5 φ− 10 cos3 φ sin2 φ+ 5 cosφ sin4 φ

+ i[5 cos4 φ sinφ− 10 cos2 φ sin3 φ+ sin5 φ].

St¡d

cos(5φ) = cos5 φ− 10 cos3 φ sin2 φ+ 5 cosφ sin4 φ,

sin(5φ) = 5 cos4 φ sinφ− 10 cos2 φ sin3 φ+ sin5 φ.

De�nicja 335 Dla φ ∈ R liczb¦ zespolon¡ cosφ+ i sinφ oznaczamy przez eiφ.

Zatem ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z mo»na zapisa¢ jako

z = reiφ,

gdzie r ≥ 0 jest jej moduªem, a φ ∈ R � argumentem.

De�nicja 336 reiφ nazywamy postaci¡ wykªadnicz¡ liczby zesopolonej.

Upraszcza to wzory z Twierdzenia 333.

Twierdzenie 337 Niech z = reiφ, z1 = r1e
iφ1, z2 = r2e

iφ2 b¦d¡ liczbami zespolonymi, a k
niech b¦dzie liczb¡ caªkowit¡. Wówczas:

1. z̄ = re−iφ,

2. −z = rei(φ+π),

3. 1
z

= 1
r
e−iφ dla z 6= 0,

4. zk = rkeikφ,
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5. z1 · z2 = r1r2e
i(φ1+φ2),

6. z1
z2

= r1
r2
ei(φ1−φ2).

De�nicja 338 Pierwiatkiem stopnia n z liczby zespolonej z nazywamy ka»d¡ liczb¦ ze-
spolon¡ w speªniaj¡c¡ równo±¢

wn = z.

Zbiór pierwiastków stopnia n z liczby zespolonej z oznaczamy przez n
√
z.

Uwaga 339 Pierwiastkowanie w liczbach zespolonych jest niejednoznaczne, nie wolno go
zatem u»ywa¢ do oblicze�.

Przykªad 340 1.
2
√

4 = 2 w R , 2
√

4 = {−2, 2} w C .

2.
√
−7 + 24i:

(a+ bi)2 = −7 + 24i

a2 − b2 + 2abi = −7 + 24i{
a2 − b2 = −7

2ab = 24{
a = 12

b
144
b2
− b2 = −7

, b 6= 0

− b4 + 7b2 + 144 = 0

∆ = 72 + 4 · 144 = 49 + 576 = 625 = 252

b2 =
−7 + 25

−2
= −9 ∨ b2 =

−7− 25

−2
= 16{

b = ±4
a = ±3

√
−7 + 24i = {3 + 4i,−3− 4i}

3.
√
−7 + 24i:

− 7 + 24i =
√

72 + 242e
i arccos −7√

72+242 = 25ei arccos −7
25(

reiφ
)2

= 25ei arccos −7
25{

r2 = 25
2φ = arccos −7

25
+ 2kπ, k ∈ Z{

r = 5
φ = 1

2
arccos −7

25
+ kπ, k ∈ Z

Wyznaczamy cosinus i sinus k¡ta φ, wiedz¡c, »e cos 2φ = −7
25

oraz sin 2φ = 24
25
: 2 sinφ cosφ = 24

25

cos2 φ− sin2 φ = −7
25

=⇒

 cosφ = 3
5

sinφ = 4
5

∨

 cosφ = −3
5

sinφ = −4
5

.
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(Zwró¢my uwag¦, »e do rozwi¡zania sªu»yª praktycznie ten sam ukªad równa«, co przy
poprzedniej metodzie.) St¡d

√
−7 + 24i = {3 + 4i,−3− 4i}.

Uwaga 341 Przy pierwiastkowaniu liczb zespolonych, których argument mo»e by¢ oblic-
zony w sposób jawny, najpro±ciej jest skorzysta¢ z postaci trygonometrycznej lub wykªad-
niczej.

Twierdzenie 342 Ka»da liczba zespolona z = reiφ, r > 0, φ ∈ R , ma dokªadnie n
pierwiastków stopnia n:

n
√
z =

{
n
√
rei·

φ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Dowód. Niech w = ρ eiψ oznacza n�ty pierwiastek z z, tzn.

wn = z.

Równo±¢ moduªów i argumentów tych liczb mo»e by¢ zapisana w ukªadzie równa«{
ρn = r
nψ = φ+ 2kπ, k ∈ Z,

st¡d {
ρ = n

√
r

ψ = φ+2kπ
n

, k ∈ Z,

przy czym ró 
ne warto±ci argumentu mamy dla k = 0, 1, . . . , n− 1. �

Uwaga 343 Zbiór pierwiastków nie zale»y od wyboru argumentu liczby zespolonej.

Przykªad 344

4
√
−1 =

4
√
eπi =

{
ei·

π+2kπ
4 , k = 0, 1, 2, 3

}
=
{
e
πi
4 , e

3πi
4 , e

5πi
4 , e

7πi
4

}
4
√
−1 =

4
√
e3πi =

{
ei·

3π+2kπ
4 , k = 0, 1, 2, 3

}
=
{
ei

3πi
4 , e

5πi
4 , e

7πi
4 , e

9πi
4

}
=
{
e

3πi
4 , e

5πi
4 , e

7πi
4 , e

πi
4

}
Przykªad 345 Rozwi¡» równania:

1. z2 − 2z + 4 = 0
∆ = 22 − 4 · 4 = −12, z1 = 2+i

√
12

2·1 = 1 + i
√

3, z2 = 2−i
√

12
2·1 = 1− i

√
3

2. z2 − iz + 2 = 0
∆ = i2 − 4 · 2 = −1− 8 = −9, z1 = i+i

√
9

2
= 2i, z2 = i−i

√
9

2
= −i

3. z2 − 3z + 3− i = 0
∆ = 32−4(3+ i) = −3−4i,

√
∆ = ±(1−2i), z1 = 3+1−2i

2
= 2− i, z2 = 3−1+2i

2
= 1+ i
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Macierze

De�nicja 346 Tablice postaci

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


nazywamy macierzami rozmiaru (wymiaru) m × n. Macierze wymiaru m × 1 oraz 1 × n
nazywamy wektorami.

De�nicja 347 Niech dana b¦dzie macierz (ajk) o wymiarze n×m oraz wektor x o wymi-
arze m. n�wymiarowy wektor y, którego wspóªrz¦dne dane s¡ wzorem

yj =
m∑
k=1

ajkxk

nazywamy iloczynem macierzy A i wektora x i piszemy y = Ax.

Uwaga 348 Mno»enie macierzy przez wektor nie jest przemienne. �x ·A� w ogólnym przy-
padku nie istnieje.

Uwaga 349 Je»eli zapiszemy macierz w postaci tablicy liczb, a wektor jako kolumn¦ wspóªrz¦d-
nych, to wyra»enie y = Ax przybierze posta¢:

y1

y2
...
yn

 =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

 ·


x1

x2
...
xm


Przykªad 350

1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

 ·
 1

2
3

 =


1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 3
4 · 1 + 5 · 2 + 6 · 3
7 · 1 + 8 · 2 + 9 · 3

10 · 1 + 11 · 2 + 12 · 3

 =


14
32
50
68


Dla uªatwienia oblicze« stosuje si¦ czasem zapis

1
2
3

1 2 3 14
4 5 6 32
7 8 9 50
10 11 12 68

.
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De�nicja 351 1. Macierz (ajk) o wymiarze n × n nazywamy kwadratow¡. Liczb¦ n
nazywamy wówczas stopniem macierzy.

2. Macierz kwadratow¡, tak¡ »e ajk = akj dla ka»dej pary indeksów k, j nazywamy
symetryczn¡.

3. Macierz kwadratow¡, tak¡ »e ajk = −akj dla ka»dej pary indeksów k, j nazywamy
sko±nosymetryczn¡.

4. Macierz kwadratow¡, tak¡ »e ajk = 0 dla j 6= k, nazywamy diagonaln¡.

5. Macierz kwadratow¡, tak¡ »e ajk = 0 dla j < k lub dla j > k nazywamy trójk¡tn¡.

Uwaga 352 W macierzy sko±nosymetrycznej zachodzi akk = −akk = 0.

Przykªad 353 1. Macierz  1 2 3
2 4 5
3 5 7


jest symetryczna.

2. Macierz  0 2 3
−2 0 7
−3 −7 0


jest sko±nosymetryczna.

3. Macierz  ∗ 0 0
0 ∗ 0
0 0 ∗

 ,

gdzie w miejscu ∗ jest dowolna liczba, jest diagonalna.

4. Macierze 
∗ 0 0 0
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗ ∗

 oraz


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


s¡ trójk¡tne.

Wszystkie te macierze s¡ kwadratowe.

De�nicja 354 1. Sum¡ macierzy A = (ajk) i B = (bjk), obu o wymiarach n × m,
nazywamy macierz C = (cjk) o wymiarze n × m tak¡, »e cjk = ajk + bjk. Piszemy
C = A+B.

2. Ró»nic¡ macierzy A = (ajk) i B = (bjk), obu o wymiarach n×m, nazywamy macierz
C = (cjk) o wymiarze n×m tak¡, »e cjk = ajk − bjk. Piszemy C = A+B.

3. Niech A = (ajk) b¦dzie macierz¡ o wymiarze n × n. Macierz¡ transponowan¡ AT =
(a′jk) nazywamy macierz o wymiarze m×n tak¡, »e a′jk = akj. Piszemy (ajk)

T = (akj).
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4. Iloczynem macierzy A = (ajk) o wymiarze n ×m przez liczb¦ α nazywamy macierz
α · A = (bjk) o wymiarze n×m tak¡, »e bkj = αajk. Piszemy α(ajk) = (α · ajk).

5. Iloczynem macierzy A = (aij) o wymiarze n×m przez macierz B = (ajk) o wymiarze
m× l nazywamy macierz A ·B = (cik) o wymiarze n× l tak¡, »e cik =

∑m
j=1 aijbjk.

Przykªad 355 1.(
1 2 3
4 5 6

)
+

(
7 8 9
10 11 12

)
=

(
1 + 7 2 + 8 3 + 9
4 + 10 5 + 11 6 + 12

)
=

(
8 10 12
14 16 18

)
2. (

1 2 3
4 5 6

)
−
(

7 8 9
10 11 12

)
=

(
1− 7 2− 8 3− 9
4− 10 5− 11 6− 12

)
=

(
−6 −6 −6
−6 −6 −6

)
3. (

1 2 3
4 5 6

)T
=

 1 4
2 5
3 6


4.

2 ·
(

1 2 3
4 5 6

)
=

(
2 · 1 2 · 2 2 · 3
2 · 4 2 · 5 2 · 6

)
=

(
2 4 6
8 10 12

)
5. 

1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

 ·
 1 2

3 4
5 6



=


1 · 1 + 2 · 3 + 3 · 5 1 · 2 + 2 · 4 + 3 · 6
4 · 1 + 5 · 3 + 6 · 5 4 · 2 + 5 · 4 + 6 · 6
7 · 1 + 8 · 3 + 9 · 5 7 · 2 + 8 · 4 + 9 · 6

10 · 1 + 11 · 3 + 12 · 5 10 · 2 + 11 · 4 + 12 · 6

 =


22 28
49 64
76 100
103 136


Dla uªatwienia oblicze« stosuje si¦ równie» zapis

1 2
3 4
5 6

1 2 3 22 28
4 5 6 49 64
7 8 9 76 100
10 11 12 103 136

.
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Uwaga 356 Mno»enie macierzy nie jest przemienne. Nie do±¢, »e w ogólnym przypadku
iloczyny AB i BA nie s¡ sobie równe. Zazwyczaj BA w ogóle nie istnieje, bo wymiary
macierzy si¦ nie zgadzaj¡. W ostatnim przykªadzie iloczyn macierzy w odwrotnej kolejno±ci
nie istnieje.

Twierdzenie 357 Dla macierzy A i B o rozmiarach odpowiednio k×m oraz m×n zachodzi
(AB)T = BTAT .

Przykªad 358

 1 2
3 4
5 6

T

·


1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12


T

=

(
1 3 5
2 4 6

)
·

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12


=

(
1·1 + 3·2 + 5·3 1·4 + 3·5 + 5·6 1·7 + 3·8 + 5·9 1·10 + 3·11 + 5·12
2·1 + 4·2 + 6·3 2·4 + 4·5 + 6·6 2·7 + 4·8 + 6·9 2·10 + 4·11 + 6·12

)

=

(
22 49 76 103
28 64 100 136

)
=


22 28
49 64
76 100
103 136


T

=




1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

 ·
 1 2

3 4
5 6



T



Wyznaczniki i ich zastosowania

Obliczanie wyznaczników

Ka»dej macierzy kwadratowej

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


przyporz¡dkowujemy liczb¦ zwan¡ wyznacznikiem i oznaczan¡ przez |A|, det A lub∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Mówimy, »e wyznacznik jest stopnia n. Wyznacznik jest liczb¡ okre±lon¡ jednoznacznie
przez tablic¦ kwadratow¡. U»ywamy te» sªowa wyznacznik w odniesieniu do samej tablicy.

1. Dla n = 1 wyznacznik dany jest wzorem

|a| = a.

Uwaga: oznaczenia nie wolno myli¢ z warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡.

2. Dla n = 2 wyznacznik obliczamy wedªug wzoru:∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

3. Wyznacznik stopnia trzeciego dany jest wzorem∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a1b3c2 − a2b1c3.

Obliczamy go stosuj¡ c tzw. reguª¦ Sarrusa: poni»ej wyznacznika dopisujemy jego
pierwszy i drugi wiersz, po czym tworzymy iloczyny liczba znajduj¡cych sie na
uko±nych prostych, ze znakiem plus dla nachylonych w lewo i ze znakiem minus
dla nachylonych w prawo.
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De�nicja 359 1. Minorem (podwyznacznikiem) danej macierzy (danego wyznacznika)
nazywamy ka»dy wyznacznik okre±lony tablic¡ kwadratow¡ powstaª¡ z danej macierzy
(wyznacznika) przez skre±lenie pewnej liczby wierszy oraz kolumn.

2. Minorem odpowiadaj¡cym elementowi ajk danej macierzy kwadratowej A (danego
wyznacznika) nazywamy wyznacznik, który powstaje poprzez skre±lenie j-tego wiersza
i k-tej kolumny. Oznaczamy go Mjk.

3. Dopeªnieniem algebraicznym Ajk elementu ajk nazywamy liczb¦ równ¡ iloczynowi
minora Mjk przez (−1)j+k:

Ajk = (−1)j+k ·Mjk.

Uwaga 360 Ukªad znaków przy minorach (tzn. liczb (−1)j+k) odpowiada wzorowi sza-
chownicy:

+ − + − · · · − +
− + − + · · · + −
+ − + − · · · − +
− + − + · · · + −
...

...
...

...
. . .

...
...

− + − + · · · + −
+ − + − · · · − +


lub



+ − + − · · · + −
− + − + · · · − +
+ − + − · · · + −
− + − + · · · − +
...

...
...

...
. . .

...
...

+ − + − · · · + −
− + − + · · · − +


Przykªad 361 Minorami wyznacznika∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
s¡ np. ∣∣∣∣∣∣

a22 a23 a24

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ a12 a14

a42 a44

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a31 a34

a41 a44

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣ a12 a14

a22 a24

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a22 a24

a42 a44

∣∣∣∣ , |a12|, |a24|, |a31|, |a44|.

Pierwszy z nich jest minorem M11 odpowiadaj¡cym elementowi a11, a drugi minorem M23

odpowiadaj¡cym elementowi a23. Dopeªnienia algebraiczne elementów a11 i a23 równe s¡

A11 = (−1)1+1M11 =

∣∣∣∣∣∣
a22 a23 a24

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
oraz

A23 = (−1)2+3M23 = −

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

∣∣∣∣∣∣ .
De�nicja 362 Wyznacznik stopnia n (n ≥ 2) jest to suma iloczynów elementów dowolnego
wiersza lub kolumny macierzy przez ich dopeªnienia algebraiczne.
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Przykªad 363 1.∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11 ·

∣∣∣∣∣∣
a22 a23 a24

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣− a21 ·

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a32 a33 a34

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
+ a31 ·

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a22 a23 a24

a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣− a41 ·

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14

a22 a23 a24

a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣
2. ∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣ b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣ b1 c1

b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣ b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣
= a1 · (b2c3 − b3c2)− a2 · (b1c3 − b3c1) + a3 · (b1c2 − b2c1)

= a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1

Jest to ten sam wzór, który podali±my powy»ej.

3. ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = a · |d| − c · |b| = ad− cb.

Jest to ten sam wzór, który podali±my powy»ej. Uwaga: pionowe kreski oznaczaj¡
wyznacznik, a nie warto±¢ bezwzgl¦dn¡. Aby unikn¡¢ nieporozumie«, mo»na stosowa¢
zapis:

det

(
a b
c d

)
= a · det(d)− c · det(b) = ad− cb.

Twierdzenie 364 Warto±¢ wyznacznika nie zale»y od wyboru wiersza/kolumny.

Przykªad 365∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ 5 6

8 9

∣∣∣∣− 4 ·
∣∣∣∣ 2 3

8 9

∣∣∣∣+ 7 ·
∣∣∣∣ 2 3

5 6

∣∣∣∣
= 1 · (5 · 9− 8 · 6)− 4 · (2 · 9− 8 · 3) + 7 · (2 · 6− 5 · 3)

= (45− 48)− 4 · (18− 24) + 7 · (12− 15) = −3− 4 · (−6) + 7 · (−3)

= −3 + 24− 21 = 0∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = −2 ·
∣∣∣∣ 4 6

7 9

∣∣∣∣+ 5 ·
∣∣∣∣ 1 3

7 9

∣∣∣∣− 8 ·
∣∣∣∣ 1 3

4 6

∣∣∣∣
= −2 · (4 · 9− 7 · 6) + 5 · (1 · 9− 7 · 3)− 8 · (1 · 6− 4 · 3)

= −2 · (36− 42) + 5 · (9− 21)− 8 · (6− 12)

= −2 · (−6) + 5 · (−12)− 8 · (−6) = 12− 60 + 48 = 0

Twierdzenie 366 1. detAT =detA.
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2. Przestawienie dwóch dowolnych wierszy lub kolumn zmienia warto±¢ wyznacznika na
przeciwn¡.

3. Dodanie λ�krotno±ci pewnego wiersza/pewnej kolumny do innego wiersza/innej kolumny
nie zmienia warto±ci wyznacznika.

4. Je»eli wszystkie elementy pewnego wiersza lub kolumny wyznacznika pomno»ymy przez
pewn¡ liczb¦ (operacja elementarna ZI lub SI), to warto±¢ wyznacznika zostanie pom-
no»ona przez t¦ liczbe (uwaga: dotyczy to równie» liczby 0).

5. Je»eli wyznacznik ma dwa wiersze lub dwie kolumny identyczne, to jego warto±¢ jest
równa zero.

6. Je»eli wyznacznik ma jaki± wiersz lub jak¡± kolumn¦ zªo»on¡ z samych zer, to jego
warto±¢ wynosi zero.

7. Suma iloczynów elementów dowolnego wiersza (kolumny) wyznacznika przez dopeªnienia
algebraiczne elementów innego wiersza (kolumny) równa si¦ zeru.

Uwaga 367 Przy obliczaniu wyznaczników stosujemy operacje elementarne w ten sposób,
aby doprowadzi¢ wyznacznik do prostszej postaci, tzn. takiej, w której w pewnym wierszu
lub w pewnej kolumnie wyst¦puj¡ zera.

Przykªad 368 Aby obliczy¢ warto±¢ wyznacznika

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 −5 4
7 6 −3 −7 12
−9 −6 4 3 −2
4 3 −2 −2 1
5 −2 6 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

odejmujemy trzykrotno±¢ pierwszego wiersza od wiersza drugiego:

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 −5 4
−2 0 0 8 0
−9 −6 4 3 −2
4 3 −2 −2 1
5 −2 6 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

a nast¦pnie do trzeciego wiersza dodajemy podwojony czwarty wiersz:

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 −5 4
−2 0 0 8 0
−1 0 0 −1 0
4 3 −2 −2 1
5 −2 6 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

po czym rozwijamy wyznacznik wedªug elementów trzeciego wiersza:

W = (−1) · (−1)3+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −5 4
0 0 8 0
3 −2 −2 1
−2 6 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1) · (−1)3+4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 4
−2 0 0 0
4 3 −2 1
5 −2 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .



101

Ka»dy z wyznaczników czwartego stopnia rozwijamy wzgl¦dem elementów drugiego wiersza
i otrzymujemy:

W = −1 · 8 · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
3 −2 1
−2 6 4

∣∣∣∣∣∣+ 1 · (−2) · (−1)2+1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
3 −2 1
−2 6 4

∣∣∣∣∣∣ .
Wyznaczniki wyst¦puj¡ce w tym wyra»eniu s¡ identyczne (je±li prze±ledzi¢, jak powstaªy,
wida¢, »e skªadaj¡ si¦ z tych samych elementów), a zatem

W = (8 + 2) ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
3 −2 1
−2 6 4

∣∣∣∣∣∣
= 10 · [2 · (−2) · 4 + 3 · 6 · 4 + (−2) · (−1) · 1
− (−2) · (−2) · 4− 2 · 6 · 1− 3 · (−1) · 4]

= 10 · (−16 + 72 + 2− 16− 12 + 12) = 10 · 42 = 420.

Zastosowania wyznaczników

Obj¦to±¢ równolegªo±cianu

Twierdzenie 369 Obj¦to±¢ równolegªo±cianu rozpi¦tego na trzech liniowo niezale»nych
wektorach wynosi |detA| dla macierzy A utworzonej z tych wektorów. Analogicznie w przestrzeni
dwuwymiarowej.

Uwaga 370 W przestrzeni geometrycznej R n punkty cz¦sto identy�kujemy z odpowiadaj¡cymi
im wektorami.

Przykªad 371 Policz powierzchni¦ równolegªoboku rozpi¦tego na wektorach x1 = (1, 0)T i
x2 = (1, 1)T .

Rozwi¡zanie.

P =

∣∣∣∣det( 1 1
0 1

)∣∣∣∣ = |1| = 1.

Z drugiej strony jest to równolegªobok o dªugo±ci podstawy 1 i wysoko±ci 1. St¡d jego
powierzchnia wynosi 1 · 1 = 1. Oba sposoby rozwi¡zania daj¡ t¦ sam¡ warto±¢ pola.

Rz¡d macierzy

De�nicja 372 Rz¡d macierzy jest równy najwi¦kszemu stopniowi wyj¦tego z niej ró»nego
od zera minora.

Przykªad 373 1. W przypadku macierzy

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 mamy

∣∣∣∣ 1 2
4 5

∣∣∣∣ = 1 · 5− 4 · 2 =

−3 6= 0, a zatem rz¡d macierzy wynosi 2.

2. Wyznacznik macierzy

 3 −2 5
6 4 4
9 −6 3

 jest ró»ny od zera, zatem jej rz¡d jest równy 3.
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Odwracanie macierzy

De�nicja 374 Macierz¡ odwrotn¡ A−1 danej macierzy kwadratowej A stopnia n nazy-
wamy macierz, która speªnia równo±ci

A · A−1 = En, A−1 · A = En,

gdzie En oznacza macierz jednostkow¡ E = diag(1 1 . . . 1) stopnia n.

Uwaga 375 Je»eli macierz kwadratowa posiada macierz odwrotn¡, to jest ona wyznaczona
jednoznacznie, tzn. wystarczy »¡da¢ speªnienia jednej równo±ci z de�nicji, druga z nich
speªniona jest automatycznie.

Uwaga 376 Dla macierzy o wymiarach n × k, gdzie n 6= k, równie» istniej¡ odpowiednie
macierze ÃL oraz ÃR o wymiarach k×n speªniaj¡ce warunek ÃL ·A = Ek oraz A ·ÃR = En
Nazywamy je lewostronn¡ i prawostronn¡ pseudoodwrotno±ciami macierzy A.

De�nicja 377 Macierz doª¡czona macierzy A jest to transponowana macierz dopeªnie«
algebraicznych. Oznaczamy j¡ symbolem AD:

AD =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
. . .

...
A1n A2n · · · Ann

 .

Przykªad 378 Dopeªnienia algebraiczne macierzy A =

 1 3 7
2 4 6
4 6 0

 to

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 4 6
6 0

∣∣∣∣ = −36, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 2 6
4 0

∣∣∣∣ = +24,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 2 4
4 6

∣∣∣∣ = −4, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 3 7
6 0

∣∣∣∣ = +42,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 1 7
4 0

∣∣∣∣ = −28, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 1 3
4 6

∣∣∣∣ = +6,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ 3 7
4 6

∣∣∣∣ = −10, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 7
2 6

∣∣∣∣ = +8,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 3
2 4

∣∣∣∣ = −2.

Zatem macierz¡ doª¡czon¡ jest

AD =

 −36 42 −10
24 −28 8
−4 6 −2

 .

Twierdzenie 379 Je»eli macierz kwadratowa A = (ajk) jest macierz¡ nieosobliw¡, tzn.
detA 6= 0, to istnieje do niej dokªadnie jedna macierz odwrotna A−1. Jest ona równa
macierzy doª¡czonej pomno»onej przez odwrotno±¢ wyznacznika macierzy A.
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Przykªad 380 We¹my macierz z poprzedniego przykªadu. Jej wyznacznik jest równy

detA = a11 ·A11 +a12 ·A12 +a13 ·A13 = 1 · (−36)+3 ·24+7 · (−4) = −36+72−28 = 8 6= 0.

Wedªug twierdzenia macierz¡ odwrotn¡ do A jest

A−1 =
1

detA
AD =

1

8

 −36 42 −10
24 −28 8
−4 6 −2

 =
1

4

 −18 21 −5
12 −14 4
−2 3 −1

 .

Sprawd¹my:

A · A−1 =
1

4
·

 1 3 7
2 4 6
4 6 0

 ·
 −18 21 −5

12 −14 4
−2 3 −1


=

1

4
·

 −18 + 36− 14 21− 42 + 21 −5 + 12− 7
−36 + 48− 12 42− 56 + 18 −10 + 16− 6
−72 + 72 84− 84 −20 + 24


=

1

4
·

 4 0 0
0 4 0
0 0 4

 = E3.

Przykªad 381 Niech dana b¦dzie macierz

(
a b
c d

)
, taka »e ad− bc 6= 0. Jej dopeªnienia

algebraiczne to

A11 = d, A12 = −c, A21 = −b, A22 = a,

zatem macierz¡ odwrotn¡ jest

A−1 =
1

ad− bc

(
d −c
−b a

)T
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Sprawd¹my:

A · A−1 =
1

ad− bc
·
(
a b
c d

)
·
(

d −b
−c a

)
=

1

ad− bc
·
(
ad− bc −ab+ ba
cd− dc −cb+ da

)
=

1

ad− bc
·
(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
= E2.
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Macierz odwrotna i rozwi¡zywanie

ukªadów równa«. Równania macierzowe

Niech dany b¦dzie ukªad równa«
a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

 ·


x1

x2
...
xm

 =


y1

y2
...
yn

 .

Mo»na go zapisa¢ w postaci Ax = y, gdzie A jest macierz¡, a x i y � wektorami
kolumnowymi. Formalnym rozwi¡zaniem takiego ukªadu jest

x = A−1y.

Twierdzenie 382 Ukªad n równa« liniowych z n niewiadomymi

y = Ax

jest jednoznacznie rozwi¡zywalny wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6= 0. Rozwi¡zanie dane jest
wzorem

x = A−1y.

Przykªad 383 W ukªadzie równa«

5x1 + 3x2 + 4x3 = −18,
3x1 + x3 = −7,
2x1 + x2 + 2x3 = −9.

(patrz Przykªad ??) mamy

A =

 5 3 4
3 0 1
2 1 2

 oraz y =

 −18
−7
−9

 .

Wyznacznik macierzy A ma warto±¢ 12 + 6 − 18 − 5 = −5 6= 0, a macierz odwrotna jest
równa

A−1 = −1

5



∣∣∣∣ 0 1
1 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 3 4

1 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 3 4
0 1

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ 3 1

2 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 5 4
2 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 5 4

3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 3 0
2 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 5 3

2 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 5 3
3 0

∣∣∣∣

 = −1

5

 −1 −2 3
−4 2 +7
3 +1 −9

 .
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Rozwi¡zaniem ukªadu równa« jest

x = A−1y = −1

5

 −1 −2 3
−4 2 7
3 1 −9

 ·
 −18
−7
−9

 = −1

5
·

 18 + 14− 27
72− 14− 63
−54− 7 + 81


= −1

5

 5
−5
20

 =

 −1
1
−4

 .

De�nicja 384 Równanie, w którym niewiadom¡ jest macierz, nazywamy równaniem macier-
zowym.

Przykªad 385 (
1 2
3 4

)
·X =

(
5 1
2 4

)
, X2 − 7X + 9E3 = 0,

gdzie X oznacza macierz, to równania macierzowe.

Twierdzenie 386 Niech A b¦dzie macierz¡ nieosobliw¡. Równanie

A ·X = B

(gdzie B jest dowoln¡ macierz¡ kwadratow¡ tego samego stopnia, co A) ma jednoznaczne
rozwi¡zanie

X = A−1 ·B.

Równanie
X · A = B

(gdzie B jest dowoln¡ macierz¡ kwadratow¡ tego samego stopnia, co A) ma jednoznaczne
rozwi¡zanie

X = B · A−1.

Przykªad 387 (
1 2
3 4

)
·X =

(
5 1
2 4

)
Rozwi¡zanie.

X =

(
1 2
3 4

)−1

·
(

5 1
2 4

)
=

1

1 · 4− 3 · 2

(
4 −2
−3 1

)
·
(

5 1
2 4

)
=

1

−2

(
4 −2
−3 1

)
·
(

5 1
2 4

)
= −1

2

(
16 −4
−13 1

)
=

(
−8 2

13/2 −1/2

)
Sprawdzenie: (

1 2
3 4

)
·
(
−8 2

13/2 −1/2

)
=

(
5 1
2 4

)



Ukªady równa« liniowych.

Rozwi¡zywanie metod¡ Gaussa

Przykªad 388 Model Leontiefa (Wassilij Leontief 1905�1999, 1973 nagroda Nobla w dziedzinie
ekonomii): Jakie warunki s¡ konieczne do speªnienia, aby produkcja przemysªowa zaspoka-
jaªa popyt?

Uproszczony model dla trzech fabryk, z których ka»da produkuje jeden artykuª.

• Produkcja roczna: Fabryka X produkuje ilo±¢ x produktu A. Fabryka Y produkuje
ilo±¢ y produktu B.: Fabryka Z produkuje ilo±¢ z produktu C.

• Zapotrzebowanie pozaprzemysªowe: roczne zapotrzebowanie pozaprzemysªowe (kon-
sumcja i eksport) towarów A, B i V wynosi odpowiednio a, b i c.

• Zapotrzebowanie przemysªowe:

Do wyprodukowania jednostki produktu

fabryka X fabryka Y fabryka Z
potrzebuje potrzebuje potrzebuje

d jednostek g jednostek j jednostek produktu A
e jednostek h jednostek k jednostek produktu B
f jednostek i jednostek l jednostek produktu C

Z tych danych ªatwo obliczy¢ zapotrzebowanie roczne. Zachodz¡ zatem nast¦puj¡ce za-
le»no±ci: Popyt zostaje zaspokojony, kiedy produkcja jest równa caªkowitemu zapotrzebowa-
niu. Daje to ukªad równa«:

x = dx + gy + jz + a
y = ex + hy + kz + b
z = fx + iy + lz + c.

Przykªad 389 1.
5x − 2y = 1 / · 3
2x + 3y = 8 / · 2
19x = 19 / : 19
x = 1

Po podstawieniu do pierwszego równania otrzymujemy

5 − 2y = 1 /− 5
− 2y = −4 / : (−2)

2 = 2

107
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W ten sposób zostaªo pokazane, »e je±li jaka± para liczb spelnia wyj±ciowy ukªad, to
s¡ to liczby x = 1 i y = 2. Istenieje zatem co najwy»ej jedno rozwi¡zanie. Para
x = 1 i y = 2 jest faktycznie rozwi¡zaniem ukªadu równa«, co mo»na pokaza¢ przez
podstawienie. Ukªad równa« jest oznaczony.

Uwaga 390 Zapis równa« z góry na dóª oznacza, »e �dolne� równanie wynika z
�górnego�. Je±li zapisane w ten sposób równania s¡ równowa»ne i chcemy to zaznaczy¢
(np. po to, by nie trzeba byªo podstawia¢ rozwi¡zania), nale»y to zrobi¢, u»ywaj¡c
znaku równowa»no±ci (�⇐⇒�).

2.
x − y + z = 1
x + y + z = 1
−x + y − z = −1

Ostatnie równanie jest przeciwne do pierwszego, jest zatem automatycznie speªnione,
je±li speªnione jest pierwsze równanie. Odejmowanie i dodawanie pierwszych dwóch
równa« daje

− 2y = 0 / : (−2)
2x + 2z = 2 / : 2

y = 0
x + z = 1

y = 0
x = 1− z .

Rozwi¡zanie musi by¢ postaci (1− z, 0, z), z ∈ R . Przez podstawienie sprawdza si¦,
»e ka»da taka trójka liczb fakycznie speªnia ukªad równa«. Jest to jednoparametrowa
rodzina rozwi¡za«, a ukªad taki nazywamy nieoznaczonym.

3.
x − y + z = 0
x + y − z = 1
x − 5y + 5z = −3

Pierwsze równanie pozostaje niezmienione, od drugiego odejmujemy pierwsze, od trze-
ciego odejmujemy pierwsze:

x − y + z = 0
2y − 2z = 1

− 4y + 4z = −3.

Suma dwukrotno±ci drugiego równania i trzeciego równania ma posta¢

0 = −1.

Równanie to jest nierozwi¡zywalne, zatem zaªy ukªad jest nierozwi¡zywalny. Nazy-
wamy go sprzecznym.
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4.
I : x − y + z = 0
II : x + y − z = 1
III : x + y + z = 0

I + II : 2x = 1
I + II − 2 · III : − 2y − 2z = 1

III : x + y + z = 0

Rozwi¡zaniem przeksztaªconego ukªadu jest x = 1/2, y = −1/2, z = 0. Jednak ta
trójka liczb nie speªnia ukªadu wyj±ciowego. Jednocze±nie przy tego rodzaju przeksz-
taªceniach jest oczywiste, »e rozwi¡zanie ukªadu wyj±ciowego jest jednocze±nie rozwi¡zaniem
ukªaduprzeksztaªconego. Jednak skoro istnieje rozwi¡znie ukªadu przeksztaªcoengo,
niebk ed¡ce rozwi¡zaniem ukªadu wyj±ciowego, te ukªady nie s¡ równowa»ne. Przek-
sztaªcenia nie s¡ odwracalne. Patrz równie»: uwaga po pierwszym przykªadzie.

De�nicja 391 Równanie liniowe z n niewiadomymi x1, x2, . . . , xn jest równaniem postaci

a1x1 + a2x2 + · · ·+ A− nxn = b

o wspóªczynnikach a1, a2, . . . , an oraz b (wspóªczynnik wolny). Je±li b = 0, równanie
nazywamy jednorodnym. Ukªad m równa« liniowych

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

nazywamy jednorodnym, je±li b1 = b2 = · · · = bm = 0. Zapisujemy go równie» w postaci

n∑
j=1

akjxj = bk, k = 1, 2, . . . ,m.

Rozwi¡zaniem ukªadu równa« jest ci¡g liczb takich, »e po podstawieniu ich za x1, x2, . . . ,
xn uzyskujemy m prawdziwych równo±ci.

Uwaga 392 Jednorodny ukªad równa« posiada zawsze rozwi¡zanie zerowe.

Ukªad równa« liniowych jest jednoznacznie wyznaczony przez tablic¦ liczb

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 (2)

oraz wektor

B =


b1

b2
...
bm

 .
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De�nicja 393 Tablice postaci (2) nazywamy macierzami rozmiaru m × n. Macierz A
nazywa si¦ macierz¡ wspóªczynników ukªadu równa«, a m× (n+ 1) macierz

AR =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 (3)

rozszerzon¡ (uzupeªnion¡) macierz¡ wspóªczynników. B to kolumna wyrazów wolnych.

De�nicja 394 Niech zk oznacza k�ty wiersz rozszerzonej macierzy wspóªczynników ukªadu
równa«. Nast¦puj¡ce przeksztaªcenia:

ZI zast¡pienie pewnego wiersza jesgo λ�krotno±ci¡ (λ 6= 0):

z′k = λzk,

ZII dodanie λ�krotno±ci pewnego wiersza do innego wiersza:

z′l = zl + λzk, k 6= l,

ZIII zamana dwóch wierszy:
z′k = zl, z′l = zk

nazywamy elementarnymi przeksztaªceniami wierszy macierzy AR ( operacjami elemen-
tarnymi na wierszach). Analogicznie de�niujemy elementarne przksztaªcenia kolumn (SI�
SIII) macierzy.

Twierdzenie 395 Przeksztaªcenia elemantarne wierszy s¡ odwracalne za pomoc¡ przeksz-
taªce« elementarnych i nie zmieniaj¡ zbioru rozwi¡za« ukªadu równa«.

Przeksztaªcenia odwrotne do przeksztaªce« elementarnych:
do (ZI): zk = (1/λ)z′k,
do (ZII): zl = z′l − λzk,
do (ZIII): ponowna zamiana tych samych wierszy.

Uwaga 396 Spo±ród przksztaªce« elementarnych kolumn do rozwi¡zywania ukªadów rów-
na« stosuje si¦ zamian¦ dwóch kolumn (poza kolumn¡ wolnych wspóªczynników). Zmienia
to wprawdzie zbiór rozwi¡za« równania, ale w sposób kontrolowany, tzn. poprzez zami-
an¦niewiadomych.

Gaussa metoda eliminacji

Do rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych stosuje si¦ nast¦puj¡cy algorytm:
Krok pierwszy. Ze wszystkich równa« poza pierwszym zostaje za pomoc¡ przeksztaªce«
elementarnych wyeliminowana pierwsza niewiadoma.

1. Je±li wszystkie wspóªczynniki równania s¡ równe zero, nie przeksztaªcamy ukªadu.
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2. Je±li wszystkie wspóªczynniki pierwszej kolumny ukªadu s¡ równe zero, zamieniamy
t¦ kolumn¦ z inn¡ kolumn¡ (poza kolumn¡ wyrazów wolnych), w której nie wszystkie
wspóªczynniki s¡ równe zero.

3. Zamieniamy wiersze tak, by wspóªczynnik (1, 1) (w pierwszej kolmnie, pierszym wier-
szu) byª niezerowy.

4. Po kolei przeprowadzamy nast¦puj¡ce przeksztaªcenia elementarne:

z′2 = z2 − l21z1, l21 = a21, a11 (wówczas a′21 = a21 −
a21

a11

· a11 = 0),

z′3 = z3 − l31z1, l31 = a31, a11 (wówczas a′31 = a31 −
a31

a11

· a11 = 0),

. . . . . .

z′m = zm − lm1z1, lm1 = am1, a11 (wówczas a′m1 = am1 −
am1

a11

· a11 = 0).

Krok drugi. Post¦pujemy analogicznie a» do momentu, kiedy dotrzemy do ostatniego
wiersza b¡d¹ ostatniej kolumny macierzy AR.

Twierdzenie 397 Za pomoc¡ elementarnych przeksztaªce« ZI�ZIII oraz SIII mo»na rozsz-
erzon¦ macierz ukªadu równa« liniowych przeksztaªci¢ do postaci schodkowej

a′11 a′12 . . . a′1r a′1,r+1 . . . b′1
0 a′22 . . . a′2r a′2,r+1 . . . b′2
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . a′rr a′r,r+1 . . . b′r
0 0 . . . 0 0 . . . b′r+1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0


(4)

Przy tym zachodzi ajj 6= 0 dla j = 1, 2, . . . , r oraz 1 ≤ r ≤ min{m,n}.
Takie przeksztaªcenie nazywa si¦ eliminacj¡ Gaussa.

Twierdzenie 398 Ukªad równa« liniowych jest rozwi¡zywalny wtedy i tylko wtedy, gdy w
macierzy (4) zachodzi b′k = 0 dla k = r + 1, . . . ,m.

Rozwi¡zanie (y1, y2, . . . , yn) równania o macierzy rozszerzonej (3) (b¦d¡ce permutacj¡
� tzn. ci¡giem o innej kolejno±ci elementów � rozwi¡zania ukªadu wyj±ciowego) dane jest
rekurencyjnie:

yn = λn, λn ∈ R,
yn−1 = λn−1, λn−1 ∈ R,
. . .

yr+1 = λr+1, λr+1 ∈ R,

yr =
1

a′rr

(
−a′r,r+1yr+1 − · · · − a′rnyn + br

)
,

yr−1 =
1

a′r−1,r−1

(
−a′r−1,ryr − · · · − a′r−1,nyn + br−1

)
,

. . .

y1 =
1

a′11

(−a′12y2 − · · · − a′1nyn + b1) .
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Uwaga 399 Innym sposobem rozwi¡zania ukªadu równa« jest doprowadzenie macierzy
schodkowej za pomoc¡ przeksztaªce« elementarnych do postaci

1 0 . . . 0 0 . . . b′1
0 1 . . . 0 0 . . . b′2
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 0 . . . b′r
0 0 . . . 0 0 . . . b′r+1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0


Je±li b′r+1 = 0, rozwi¡zaniem ukªadu równa« jest (b′1, b

′
2, . . . , b

′
r, λr+1, . . . , λn), λk ∈ R dla

k = r + 1, . . . , n. W przeciwnym wypadku ukªad jest sprzeczny.

Przykªad 400 Rozwi¡» ukªady równa«:

1. 
8x + 6y + 5z + 2t = 21,
3x + 3y + 2z + t = 10,
4x + 2y + 3z + t = 8,
3x + 5y + z + t = 15,
7x + 4y + 5z + 2t = 18.

2. 
6x + 4y + 5z + 2t + 3u = 1,
3x + 2y + 4z + t + 2u = 3,
3x + 2y − 2z + t = −7,
9x + 6y + z + 3t + 2u = 2.

3. 
x + y + 3z − 2t + 3u = 1,

2x + 2y + 4z − t + 3u = 2,
3x + 3y + 5z − 2t + 3u = 1,
2x + 2y + 8z − 3t + 9u = 2.



Elementy geometrii analitycznej

Wektory

Przestrze« R3 stanowi¡ wszystkie uporz¡dkowane trójki (x, y, z) liczb rzeczywistych. Mo»liwe
s¡ ró»ne interpretacje geometryczne:

1) jako zbiór punktów w przestrzeni,

2) jako zbiór wektorów zaczepionych w przestrzeni,

3) jako zbiór wektorów swobodnych w przestrzeni.

Analogicznie dla przestrzeni R2.

De�nicja 401 1) Mówimy, »e punkty A, B, C przestrzeni R3 s¡ wspóªliniowe, gdy
istnieje prosta, do której nale»¡ te punkty.

2) Mówimy, »e punkty A, B, C, D przestrzeni R3 s¡ wspóªpªaszczyznowe, gdy istnieje
pªaszczyzna, do której nale»¡ te punkty.

3) Mówimy, »e wektory ~a, ~b s¡ wspóªliniowe ( równolegªe), gdy istnieje prosta, w której
zawarte s¡ te wektory.

4) Mówimy, »e wektory ~a,~b, ~c s¡ wspóªpªaszczyznowe ( równolegªe), gdy istnieje pªaszczyzna,
w której zawarte s¡ te wektory.

Twierdzenie 402 1) Wektory ~a, ~b s¡ równolegªe wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ liczby
rzeczywiste α, β takie, »e

α2 + β2 > 0 oraz α~a+ β~b = ~0.

2) Wektory ~a, ~b s¡ wspóªpªaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ liczby rzeczywiste
α, β, γ takie, »e

α2 + β2 + γ2 > 0 oraz α~a+ β~b+ γ~c = ~0.

Innymi sªowy, wspóªliniowo±¢ i wspóªpªaszczyznowo±¢ odpowiadaj¡ liniowej zale»no±ci.

De�nicja 403 ukªadem wspóªrz¦dnych w przestrzeni nazywamy trzy ostalone proste OX,
OY , OZ, przecinaj¡ce si¦ w jednym punkcie 0, które s¡ wzajemnie prostopadªe. Taki ukªad
oznaczamy przez OXY Z, a proste nazywamy osiami.

B¦dziemy korzysta¢ z prwoskr¦tnych ukªadów wspóªrz¦dnych.

113
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De�nicja 404 Wektory ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0 i ~k = (0, 0, 1) nazywamy wersorami
odpowiednio na osiach OX, OY , OZ.

De�nicja 405 dªugo±¢ wektora ~v = (x, y, z) okre±lona jest wzorem

|~v| =
√
x2 + y2 + z2.

Przykªad 406 Oblicz dªugo±ci wektorów ~u = (−3, 0, 4); ~v = (
√

2,
√

3,
√

31); ~AB, gdzie
A = (2, 1,−3), B = (−1, 1, 4).

Twierdzenie 407 Niech ~u, ~v b¦d¡ wektorami w R3 oraz niech α ∈ R. Wówczas:

1) |~u| ≥ 0 oraz |~u| = 0 ⇐⇒ ~u = ~0;

2) |α~u| = |α| · |~u|;

3) |~u+ ~v| ≤ |~u|+ |~v|;

4)
∣∣|~u| − |~v|∣∣ ≤ |~u− ~v|.

Iloczyn skalarny

De�nicja 408 Niech ~u i ~v b¡d¡ dowolnymi wektorami w R3. Iloczym skalarny wektorów
~u i ~v dany jest wzorem

~u ◦ ~v = |~u| · |~v| · cos](~u,~v).

Twierdzenie 409 Niech ~u = (xu, yu, zu) oraz ~v = (xv, yv, zv) b¦d¡ wektorami w R3.
Wówczas

~u ◦ ~v = xu · xv + yu · yv + zu · zv.

Przykªad 410 Oblicz k¡ ty mi¦dzy parami wektorów:

a) ~u = (3,−1, 2), ~v = (4, 2,−5);

b) ~u = (3,−1, 2), ~v = (1, 2, 3).

Twierdzenie 411 Niech ~u, ~v, ~w b¦d¡ wektorami w R3 oraz niech α ∈ R. Wówczas:

1) ~u ◦ ~v = ~v ◦ ~u;

2) (α~u) ◦ ~v = α(~u ◦ ~v);

3) ~u ◦ ~u = |~u|2;

4) (~u+ ~v) ◦ ~w = ~u ◦ ~w + ~v ◦ ~w;

5) |~u ◦ ~v| ≤ |~u| · |~v|;

6) ~u ⊥ ~v ⇐⇒ ~u ◦ ~v = 0.

Przykªad 412 Oblicz iloczyn skalarny wektorów ~a i ~b, je»eli ~a = 3~p− 2~q, ~b = ~p− 5~q, przy
czym ~p i ~q s¡ wzajemnie prostopadªymi wersorami.
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Iloczyn wektorowy

De�nicja 413 Niech ~u i ~v b¦d¡ niewspóªliniowymi wektorami w R3. Iloczynem wektorowym
uporz¡dkowanej pary wektorów ~u i ~v nazywamy wektor ~w = ~u× ~v, który speªnia warunki:

1) jest prostopadªy do pªaszczyzny rozpi¦tej na wektorach ~u i ~v;

2) jego dªugo±¢ jest równa polu równolegªoboku rozpi¦tego na wektorach ~u i ~v, tzn.

|~w| = |~u| · |~v| · sin](~u,~v);

3) orientacja trójki wektorów ~u, ~v, ~w jest zgodna z orientacj¡ ukªadu wspóªrz¦dnych.

Twierdzenie 414 Niech ~u = (xu, yu, zu) oraz ~v = (xv, yv, zv) b¦d¡ wektorami w R3. Wtedy

~u× ~v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣ ,
gdzie ~i, ~j, ~k oznaczaj¡ wersory odpowiednio na osiach OX, OY , OZ.

Przykªad 415 Oblicz iloczyny wektorowe par wektorów:

1) ~u = (−1, 2, 5), ~v = (2, 0,−3);

2) ~u = (−1,−3, 4), ~v = (, 5, 6)− 2.

Twierdzenie 416 Niech ~u, ~v, ~w b¦d¡ dowolymi wektorami w R3 oraz niech α ∈ R.
Wówczas

1) ~u× ~v = −~v × ~u;

2) (α~u)× ~v = ~u× (α~v) = α(~u× ~v);

3) (~u+ ~v)× ~w = ~u× ~w + ~v × ~w;

4) ~u× (~v + ~w) = ~u× ~v + ~u× ~w;

5) |~u× ~v| ≤ |~u| · |~v|;

6) ~u ‖ ~v ⇐⇒ ~u× ~v = ~0.

Przykªad 417 Oblicz pola podanych obszarów:

1) równolegªobok rozpi¦ty na wektorach ~u = (0, 3,−2) i ~v = (−1, 2, 5);

2) trójk¡t o wierzchoªkach A = (1, 2, 3), B = (0,−1, 2), C = (0, 4, 0).

Przykªad 418 Uzasadnij to»samo±¢ (~p+ ~q)× (~p− ~q) = −2(~p× ~q), gdzie ~p, ~q ∈ athbbR3.
Nast¦pnie poka», »e pole S równolegªoboku o przek¡tnych ~p, ~q wyra»a si¦ wzorem

S =
1

2
|~p× ~q|.
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Iloczyn mieszany

De�nicja 419 Niech ~u, ~v, ~w b¦d¡ wektorami w R3. Iloczyn mieszany uporz¡dkowanej trójki
wektorów ~u, ~v, ~w dany jest wzorem

(~u,~v, ~w) = (~u× ~v) ◦ ~w.

Przykªad 420 Korzystaj¡c z de�nicji, oblicz (~u,~v, ~w) dla ~u = (−2, 1, 3), ~v = (4, 3,−1),
~w = (1, 0,−2).

Uwaga 421 Iloczyn mieszany wektorów ~u, ~v, ~w jest (z dokªadno±ci¡) do znaku równy
obj¦to±ci równolegªo±cianu rozpi¦tego na tych wektorach:

V = |(~u,~v, ~w)|.

Twierdzenie 422 Niech ~u = (xu, yu, zu), ~v = (xv, yv, zv), ~w = (xw, yw, zw) b¦d¡wektorami
w R3. Wówczas

(~u,~v, ~w) =

∣∣∣∣∣∣
xu yu zu
xv yv zv
xw yw zw

∣∣∣∣∣∣ .
Przykªad 423 Oblicz obj¦to±¢ czworo±cianu o wierzchoªkach P = (1, 1, 1), Q = (1, 2, 3),
R = (−1, 1, 0), S = (0, 0, 1).

Twierdzenie 424 Niech ~u, ~v, ~w, ~r b¦d¡ wektorami w R3 oraz niech α ∈ R. Wówczas

1) (~u,~v, ~w) = (~v, ~w, ~u);

2) (~u,~v, ~w) = −(~v, ~u, ~w);

3) (~u+ ~r,~v, ~w) = (~u,~v, ~w) + (~r,~v, ~w);

4) (α~u,~v, ~w) = α(~u,~v, ~w);

5) wektory ~u, ~v, ~w le»¡ w jednej pªaszczy¹nie ⇐⇒ (~u,~v, ~w) = 0;

6) |(~u,~v, ~w)| ≤ |~u| · |~v| · |~w|.

Przykªad 425 1) Oblicz wysoko±¢ trójk¡ta ABC opuszczon¦ z wierzchªka C, je±li A =
(1, 1, 1), B = (2, 2, 2), C = (3, 4, 5).

2) Oblicz wysoko±¢ czworo±cianu ABCD opuszczon¡ z wierzchoªka D, je±li A = (0, 0, 0),
B = (1, 0, 0), C = (0, 2, 3), D = (3, 4, 5).

Pªaszczyzna w przestrzeni

Równanie normalne pªaszczyzny

Równanie pªaszczyzny π przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) o wektorze wodz¡-
cym ~r0 i prostopadªej do wektora ~n = (A,B,C) 6= ~0 ma posta¢

π : (~r − ~r0) ◦ ~n = 0,

gdzie ◦ oznacza iloczyn skalarny wektorów, a ~r = (x, y, z) jest wektorem wodz¡cym pªaszczyzny π.
Mo»na to równanie zapisa¢ w postaci

π : A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Jest to równanie normalne pªaszczyzny (w postaci wektorowej i w postaci rozwini¦tej).
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Przykªad 426 Równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez punkt P0 = (−1, 2, 0) i prostopadªej
do wektora ~n = (2,−3, 1) ma posta¢

2(x+ 1)− 3(y − 2) + z = 0.

Równanie ogólne pªaszczyzny

Ka»de równanie postaci
π : Ax+By + Cz +D = 0,

gdzie |A| + |B| + |C| > 0, przedstawia pªaszczyzn¦. Pªaszczyzna ta ma wektor normalny
~n = (A,B,C) i przecina o± OZ w punkcie z = −D

C
, o ile C 6= 0.

Przykªad 427 Napisz równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez punkt P = (3,−2, 5) i
równolegªej do pªaszczyzny Y Z.

Rozwi¡zanie. ~n = (1, 0, 0), bo pªaszczyzna ma by¢ równolegªa do pªaszczyzny Y Z. St¡d
A = 1, B = 0, C = 0 i dalej D = −3A+ 2B − 5C = −3. Zatem

π : x− 3 = 0.

Równanie parametryczne pªaszczyzny

Równanie pªaszczyzny π przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) o wektorze wodz¡-
cym ~r0 i rozpi¦tej na niewspóªliniowych wektorach ~u = (a1, b1, c1) oraz ~v = (a2, b2, c2) ma
posta¢

π : ~r = ~r0 + s~u+ t~v, gdzie s, t ∈ R .
lub

π : (x, y, z) = (x0, y0, z0) + s(a1, b1, c1) + t(a2, b2, c2), gdzie s, t ∈ R .

Przykªad 428 Równanie parametryczne pªaszczyzny przechodz¡cej przez pocz¡tek ukªadu
wspóªrz¦dnych i równolegªej do wektorów ~u1 = (1, 2, 3) oraz ~u2 = (0,−1, 2) ma posta¢

π : ~r = s(1, 2, 3) + t(0,−1, 2), gdzie s, t ∈ R .

Równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez trzy punkty

Równanie pªaszczyzny π przechodz¡cej przez trzy niewspóªliniowe punkty Pj = (xj, yj, zj),
j = 1, 2, 3, ma posta¢

π :

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Przykªad 429 Sprawd¹, czy punkty P1 = (1, 2,−3), P2 = (2, 3, 4), P3 = (0, 5, 4), P4 =
(5, 3, 1) nale»¡ do jednej pªaszczyzny.

Rozwi¡zanie. ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3 1
2 3 4 1
0 5 4 1
5 3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

zatem punkty te nie s¡ wspóªpªaszczyznowe.
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Równanie odcinkowe pªaszczyzny

Równanie pªaszczyzny π odcinaj¡cej na osiachOX,OY ,OZ ukªadu wspóªrz¦dnych odpowied-
nio odcinki a, b, c 6= 0 ma posta¢

π :
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

Przykªad 430 Oblicz obj¦to±¢ czworo±cianu ograniczonego pªaszczyzn¡ π : x+ 2y + 3z −
6 = 0 oraz pªaszczyznami ukªadu wspóªrz¦dnych.

Rozwi¡zanie. Równanie odcinkowe pªaszczyzny ma posta¢

π :
x

6
+
y

3
+
z

2
= 1.

Podstaw¡ tego czworo±cianu jest trójk¡t prostok¡tny o dªugo±ciach przyprostok¡tnych 6
i 3, a wysoko±¢ czworo±cianu wynosi 2. Zatem jego obj¦to±¢ to

V =
1

3

(
1

2
· 6 · 3

)
· 2 = 6.

Prosta w przestrzeni

Równanie parametryczne prostej

Równanie prostej l przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) o wektorze wodz¡cym ~r0 i
wyznaczonej przez niezerowy wektor kierunku ~v = (a, b, c) ma posta¢

l : (x, y, z) = (x0, y0, z0) + t(a, b, c), gdzie t ∈ R .

Jest to równanie parametryczne prostej w postaci wektorowej.

Przykªad 431 Równanie parametryczne prostej przechodz¡cej przez punkty P = (1, 2, 3)
oraz Q = (3, 2, 1) ma posta¢

l : (x, y, z) = (1, 2, 3)+t(3−1, 2−2, 1−3), czyli l : (x, y, z) = (1, 2, 3)+t(3−1, 2−2, 1−3),

gdzie t ∈ R .

Równanie kierunkowe prostej

Równanie prostej l przechodz¡cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) i wyznaczonej przez nieze-
rowy wektor kierunku ~v = (a, b, c) ma posta¢

l :
x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
.

Ten sposób zapisu równania parametrycznego prostej nazywamy jej równaniem kierunk-
owym.

Uwaga 432 Aby nie ogranicza¢ zakresu stosowania równania kierunkowego prostej przyj-
mujemy, »e w mianownikach powy»szych uªamków mog¡ wyst¡pi¢ zera.

Przykªad 433 Znajd¹ punkty przci¦cia prostej l : x−1
2

= y+2
4

= z−5
1

z pªaszczyznami
ukªadu wspóªrz¦dnych.

Rozwi¡zanie. Dla x = 0 mamy −1
2

= y+2
4

oraz −1
2

= z−5
1
, czyli y = −4 i z = 9

2
.

Punktem przeci¦cia prostej z pªaszczyzn¡ OYZ jest zatem (0,−4, 9/2). Podobnie dla y = 0
otrzymujemy punkt przeci¦cia z pªaszczyzn¡ OXZ o wspóªrz¦dnych (2, 0, 11/2) oraz dla
z = 0 punkt przeci¦cia z pªaszczyuzn¡ OXY o wsp'oªrz¦dnych (−9,−22, 0).


